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Résumé 

L'objectif de ce travail est de donner un traitement détaillé de la construction du car- 
actère de Chern pour certaines familles en catégories esquissée dans l'article |To-Vel| . Pour 
cela nous introduisons, et étudions, la notion d'oo-catégorie monoïdale symétrique rigide. 
Nous construisons un morphisme de trace dans ce cadre, qui est un morphisme de l'c»- 
groupoïde des endomorphismes d'objets dans une telle oo-catégorie monoïdale vers celui des 
endomorphismes de l'unité. En utilisant le travail récent d'Hopkins-Lurie sur l'hypothèse du 
cobordisme (voir [Lu2j ) nous montrons de plus que ce morphisme de trace satisfait une pro- 
priété remarquable d'invariance cyclique. Nous utilisons l'existence de cette trace cyclique 
afin de construire un caractère de Chern, défini pour tout couple (T, A) formé d'un co-topos 
T et d'un champ A en c»-catégories monoïdales symétriques rigides. Nous présentons deux 
applications de notre construction générale, obtenues en spécifiant le couple {T,A). Nous 
montrons d'une part comment on peut retrouver le caractère de Chern des complexes parfaits 
à valeurs dans l'homologie cyclique et comment notre construction permet de l'étendre de 
façon pertinente au cas des complexes parfaits sur des champs algébriques d'Artin. Enfin, 
nous montrons comment notre caractère de Chern permet de construire des invariants de 
familles algébriques de dg-catégories. Une conséquence de l'existence de ces invariants est la 
construction d'une connexion de Gauss-Manin sur le complexe d'homologie cyclique d'une 
telle famille généralisant les constructions de [Ge[ IDo-Ta-Ts] . Nous montrons aussi comment 
on peut construire le faisceaux des caractères d'une représentation d'un groupe algébrique 
dans une dg-catégorie, qui est catégorification de la fonction caractère d'une représentation 
linéaire ainsi qu'une extension au cas dg-catégorique de la construction de |Ga-Ka| . Pour 
finir, lorsque l'on dispose d'une famille de dg-catégories saturées nous construisons un car- 
actère de Chern secondaire, dont l'existence était annoncée dans |To-Velj . et à valeurs dans 
une nouvelle théorie cohmologique que nous appelons l'homologie cyclique secondaire. 
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Introduction 

L'objectif de ce travail est de donner un traitement détaillé de la construction du caractère de 
Chern pour certaines familles en catégories esquissée dans l'article [To-Vel| . Plus spécifiquement, 
nous présentons ici un formalisme très général dans lequel il est possible de démontrer l'existence 
d'un caractère de Chern défini suivant les grandes lignes de |To-Vel| . mais dont le domaine 
d'application dépasse largement le contexte des faisceaux catégoriques dérivés de l'article en 
question. Avant d'entrer dans des détails plus techniques nous nous permettons de commencer 
cette introduction par un bref survol de plusieurs contextes d'applications de notre construc- 
tion. Elle nous permet d'une part de retrouver le caractère de Chern des fibrés vectoriels et 
des complexes parfaits (à valeurs dans l'homologie cyclique), sur des schémas, des espace ana- 
lytiques, des variétés différentielles . . . mais aussi sur des champs algébriques pour les quels il 
donne une version du caractère de Chern orbifold (dans le style de [ Ja-Ka-Kît ITolj ). Il per- 
met aussi de construire certains invariants de faisceaux en dg-catégories, comme la construction 
d'une connexion de Gauss-Manin sur l'homologie cyclique périodique d'une famille algébrique 
de dg-catégories, mais aussi comme le faisceau des caractères associé à une représentation dg- 
catégorique d'un groupe algébrique, qui est une version catégorique de la fonction des caractères 
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associée à une représentation linéaire ainsi qu'une extension au cadre dg-catégorique de la con- 
struction de |Ga-Kaj . Pour les faisceaux catégoriques dérivés parfaits notre construction permet 
bien évidemment de construire le caractère de Chern à valeurs dans l'homologie cyclique sec- 
ondaire dont l'existence est affirmée, sans arguments réellement solides, dans |To-Velj . Le 
degré de généralité de notre construction permet probablement de trouver de nombreux autres 
champs d'applications, par exemple pour définir un caractère de Chern dans des contextes non- 
additifs, comme ceux apparaissant dans l'étude des schémas sur le corps à un élément, ou plus 
généralement en géométrie relative de [To-Val] (nous n'avons cependant pas explorer cette voie 
dans ce travail). 

La construction dans ses grandes lignes 

Avant d'entrer plus en détails dans la description du contenu de ce travail nous souhaitons 
présenter, en quelques mots, les grandes lignes de la construction de notre caractère de Chern. 
Nous espérons que cela pourra eclaircir et expliquer le point de vue adopté, à savoir celui des 
oo-catégories, qu'il nous semble difficile d'éviter (même si l'on souhaite ne considérer que le 
caractère de Chern des fibés vectoriels). 

La construction se résume probablement le plus aisément dans le cadre algébrique (no- 
tons cependant qu'un peu d'imagination permet aussi de concevoir des analogues dans le cadre 
différentielle, ou encore complexe analytique). Soit donc k un anneau commutatif, A une k- 
algèbre et M un A-moudle projectif que nous voyons comme le module des sections d'un fibré 
vectoriel sur le A:-schéma X = SpecA. Nous souhaitons définir le caractère de Chern Ch{M) à 
valeurs dans HCq {A/k), l'homologie cyclique négative de A (ou de X) relativement à k. Pour 
cela nous considérons la fc-algèbre commutative simpliciale A, obtenue en tensorisant, de 

façon correctement dérivée, A par le groupe simplicial = B7j. On dispose d'une projection 
naturelle p : A — > (8)^ A (induite par l'inclusion du point de base * — > 5^). Ce morphisme 
possède de plus une auto-homotopie tautologique, induite par l'identité de 0^ A. Cette 
auto-homotopie induit à son tour un automorphisme tautologique du foncteur de changement 
de base 

(5^ (g)^ A)^A-: Proj*-f (A) Ho{S^ (^l A - M ad), 

de la catégorie des ^-modules projectifs de type fini vers la catégorie homotopique des modules 
simpliciaux sur l'anneau simplicial 5^ 0^ A. Ainsi, on dispose d'un automorphisme tautologique 

m : {S^ <S)l A) M ~ {S^ A) M. 

On observe que M est un objet dualisable de la catégorie monoidale des A- modules (car il est 
projectif et de type fini), et qu'il en est donc de même de {S^ 0^ A) 'S)a M en tant qu'objet de 
Ho{S^ 0^A — Mod). L' automorphisme m possède ainsi une trace bien défini, qui est un élément 
Tr{rn) € '7ro(S'^ A). Une des observations principales de ce travail est que la trace Tr{m) 
possède un relèvement naturel en un élément qui est homotopiquement invariant par l'action de 

Tr^\m) G7ro((5^ ®\Af^'). 
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Nous affirmons que Tr^^ (m) est le caractère de Chern de M. Cette affirmation est basée sur 
une identification, que nous ne démontrerons pas dans cet article, mais qui semble plus ou moins 
connue de façon folklorique 

7T,{{S' ®l Af^')c^HC:[A/k). 

Cette construction du caractère de Chern (qui sera rendu rigoureuse, voir §4.2), sera notre source 
principale d'inspiration, et l'objectif de ce travail consiste essentiellement à présenter un cadre 
abstrait dans lequel elle garde un sens. 

oo-Topos catannelés rigides 

Géométriquement la construction que nous venons d'esquisser s'interprète de la manière 
suivante. L'anneau simplicial (8)^ A est Vanneau des fonctions sur l'espace des lacets LX = 
Map{S^ , X) du schéma X, où LX est construit dans la catégorie des fc-schémas dérivés (voir par 
exemple [HAGIH ITo4j ) . Le caractère de Chern du fibré vectoriel M sur X est alors la fonction sur 
LX qui à un lacet 7 sur X associe la trace de la monodromie de V le long de 7, fonction que l'on 
observe être naturellement invariante par l'action de sur LX par rotations. L'importance 
de cette interprétation géométrique tient dans le fait remarquable que la construction garde 
alors un sens dans un contexte extrêmement plus général que celui des fibrés vectoriels sur des 
schémas. Il suffit en effet d'avoir à disposition deux ingrédients principaux: l'existence d'un 
objet des lacets LX, et l'existence de la trace de l'automorphisme tautologique m. 

La donnée de base de notre situation abstraite consistera en deux éléments. 

1. Une notion d'objets géométriques (e.g. schémas, variétés différentielles ...), que nous 
organiserons en une structure catégorique T du type topos. Nous allons voir que pour que 
la construction soit pertinente il faut que T soit un 00-topos (au sens de [LiiH rïb-Ve2] ). 
et non seulement un topos au sens de Grothendieck. 

2. Pour tout objet géométrique X € T du point (1) ci-dessus, un notion de coefficients sur 
X (e.g. fibrés vectoriels algébriques ou différentiels, complexes parfaits ...), que nous 
organiserons en un foncteur X ^ -A^X) du type champ en catégories sur T. Nous allons 
voir que pour que la construction soit pertinente il faut que A{X) soit une 00-catégorie 
monoïdale (voir notre §2), et non seulement une catégorie monoïdale au sens usuel. 

Comme nous l'avons observé il nous sera nécessaire de construire pour X G T un objet LX, 
des lacets sur X. Nous voulons que cet objet soit défini par LX = Map(5'^,X), 011 = B'L 
est le cercle simplicial. Or, à équivalence faible près, on a 

5^ ~ * ]J *, 

et donc LX ~ X xxxx X, où ce produit fibré est construit dans T. Nous voyons ici que si T 
est un topos au sens usuel ce produit fibré se simplifie, et on trouve LX ~ X, ce qui ne rend 
certainement pas la construction très intéressante. Cependant, le produit fibré ci-dessus devient 
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non trivial lorsqu'il est construit dans un contexte homotopique ou encore oo-catégorique (car, 
contrairement au cas des catégories, le morphisme diagonal dans une catégorie supérieure n'est 
pas un monomorphisme en général). Dans le paragraphe précédent, rappelant les idées de la 
construction, LX était construit dans la théorie homotopique, ou de manière équivalente dans 
l'oo-catégorie, des schémas dérivés de |HAGIH lTo4] . pour les quels les auto-intersections donnent 
lieu à des objets non triviaux. Ces schémas dérivés ne forment pas un topos de Grothendieck 
mais un oo-topos au sens de [LuH ITo-Ve2j (voir aussi [HAGIj ) . Ainsi, T sera pour nous un oo- 
topos. Cela nous force aussi à supposer que les coefficients au-dessus d'un objet X ÇiT forment 
eux-même une oo-catégorie et non pas seulement une catégorie. Par exemple, les fibrés vectoriels 
sur le schéma dérivé LX forment naturellent une cxD-catégorie qui n'est pas équivalente à une 
catégorie en général. Comme nous devons de plus pouvoir définir la trace d'endomorphismes de 
coefficients, les oo-catégories A{X) devront être munies de structures monoïdales symétriques 
rigides. Ainsi, A sera pour nous un champ sur T et à valeurs dans les oo-catégories monoïdales 
symétriques rigides. Un tel couple (T., A) sera appelé un oo-topos catannelé rigide, et notre 
résultat principal est le fait qu'un caractère de Chern peut toujours être construit pour un tel 
couple suivant les grandes lignes de la construction que nous avons esquissée. Un point crucial 
cependant, et qui rend ce travail non formel, est l'existence de morphismes de trace cylique pour 
les oo-catégories monoïdales symétriques rigides (voir plus loin dans cette introduction), qui 
comme nous l'expliquerons est un fait relativement non trivial. 



Le théorème principal et ses conséquences 

Le résultat principal de ce travail peut se résumer en l'énoncé suivant. 

Théorème 0.1 Soit T un oo-topos et A un champ en oo-catégories monoïdales symétriques 
rigides. Soit X G T et notons LX = AIap{S^ , X) G T son objet des lacets, muni de l'action du 
groupe = Bï naturelle. Alors, il existe une application d'oo-groupoïdes 

AiXy^'^ ^ End^^LX){^)^'\ 

entre l'oo-groupoïde sous-jacent à l'oo-catégorie A{X) et l'oo-groupoïde des endomorphismes 
S^ -équivariants de l'objet unité de A{LX). 

Le morphisme du théorème précédent sera appelé le pré-caractère de Chern de l'oo-topos 
catannelé rigide {T,A), et le caractère de Chern en sera une modification obtenue par fais- 
ceautisation (le pré-caractère de Chern se révèle parfois plus intéressant que le caractère de 
Chern lui-même, voir par exemple §4.2). 



Nous proposons principalement deux applications du théorème précédent, mais il est cer- 
tain que l'on pourrait en trouver d'autres, ne serait-ce que par exemple en reprenant ces deux 
applications dans d'autres contextes géométriques que celui de la géométrie algébrique dérivée 
(e.g. celui de la géométrie différentielle dérivée de Sp , voir aussi \Ln3\ §4] pour plusieurs autres 
exemples de géométries dérivées). 

Pour commencer, nous revenons sur la construction du caractère de Chern des fibrés vectoriels 
en géométrie algébrique que nous avons présentée en début de cette introduction. Pour cela, 
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nous prendrons pour T le oo-topos dAf f^'^ des /c-champs dérivés, qui, par définition, est le 
oo-topos des champs sur l'oo-site des /c-algèbres simpliciales commutatives muni de la topologie 
étale (voir §4.1). Pour A nous prendrons le champ des complexes parfaits, qui à une /c-algèbre 
commutative simpliciale B associe l'oo-catégorie monoïdale symétrique Parf{B) des N{B)-dg- 
modules parfaits (oià N{B) est la dg-algèbre obtenue à patrir de A par normalisation). Pour 
tout objet X e T, Sn(i^(x) (1) se décrit comme l'ensemble simplicial des fonctions sur X, que 
nous noterons 0{X). Le caractère de Chern de notre théorème 10.11 induit ainsi un morphisme 

ParfiXy'" — > 0{LXf^\ 

de l'oo-groupoïde des complexes parfaits sur le champ dérivé X vers l'oo-groupoïde des fonctions 
/S^-équivariantes sur LX. Lorsque X est un A;-schéma ceci redonne, modulo l'identification entre 
0{LX)^^ et l'homologie cyclique négative de X, le caractère de Chern des complexes parfaits. 
Lorsque X est un /c-champ algébrique (disons au sens d'Artin) 0{LXf^ est une version orbifold 
de l'homologie cyclique (négative) de X et le caractère de Chern ainsi obtenu est une extension 
du caractère de Chern défini par exemple dans [ToU IJa-Ka-Ki] au cas des champs d'Artin. 

Pour notre second contexte d'application T est encore l'co-topos des fe-champs dérivés mais 
où A est maintenant un certain champ des dg-catégories compactement engendrées, que nous 
noterons I}g. La construction précise du champ est assez technique et sera donnée en §4.3. 
Signalons simplement que pour X = SpecA, avec A une A:-algèbre commutative simpliciale, 
lD)g{X) est un modèle à l'œ-catégorie dont les objets sont des formes tordues (pour la topologie 
étale) de dg-catégories ^-linéaires et petites, et dont les morphismes sont les morphismes Morita 
(au sens de [Tb2] l. Pour X G T les objets de ng{X) doivent être vus comme des familles de 
dg-catégories cocomplètes paramétrées par X et qui, localement pour la topologie étale sur X, 
possèdent des générateurs compacts. Ainsi, ^^^^^^^^^^(l) n'est autre que l'oo-groupoïde des 
complexes quasi-cohérents sur X (qui sont les endomorphismes Morita de la dg-catégorie unité 
sur X). Notre caractère de Chern dans ce contexte fournit un morphisme 

ng{Xy'" — > QCoh^\LX), 

où. le membre de droite désigne l'oo-groupoïde des complexes quasi-cihérents et S'^-équivariants 
sur LX. Ainsi, le caractère de Chern d'une famille de dg-catégories paramétrées par X est 
un objet dans la catégorie dérivée 5^-équivariante des quasi-cohérents sur LX, objet qu'il faut 
voir comme un faisceau d'anomalies, au sens oii cette expression est utilisée par exemple dans 
|Bry[ §6.2]. Lorsque X est un /c-schéma lisse de caractéristique nulle, il existe une relation entre 
QCoh^ (LX) est certains Px-modules filtrés sur X, et à travers cette identification le caractère 
de Chern d'une dg-catégorie sur X fournit la donnée d'une connexion de Gauss-Manin, et d'une 
filtration de Hodge sur le complexe d'homologie périodique associé (voir §4.3). Cette construction 
est une généralisation de |Ge] et dotats, et parrrait nouvelle dans un tel degré de généralité. 
Lorsque maintenant X = BG est le champ classifiant d'un /c-schéma en groupes, un objet de 
]D)g{X) peut être considéré comme une représentation dg-catégorique de G dans le style de [Gai] . 
Notre théorème 10.11 construit pour une telle représentation son faisceau des caractères, qui est 
un complexe quasi-cohérent S^-équivariant sur le champ [G /G], et donc en particulier un objet 
dans D^^^f^{G), la catégorie dérivée G-équivariante de G. La construction de ce faisceau des 
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caractères nous semble, elle aussi, nouvelle, et généralise au cas des dg-catégories la construction 
du caractère 2-catégorique de |Ga-Ka) . 

Enfin, dans §4.4 nous nous intéressons à un sous-champ de Dg, formé des dg-catégories 
saturées (aussi appelées propres et lisses), et noté B^f . Nous observons que le caractère de 
Chern pour Og, appliqué à un objet saturé, founit un complexe quasi-cohérent et 5^-équivariant 
sur LX dont le complexe sous-jacent est parfait. Ainsi, en composant avec le caractère de 
Chern pour les complexes parfaits (sur [LX/S^]) on obtient une fonction x S^-équivariante 
sur 'espace des lacets doubles sur X: 

Nous appelons le membre de droite V espace d'homologie cyclique secondaire de X et nous le pro- 
posons comme réceptacle pour le caractère de Chern des familles de dg-catégories saturées. C'est 
l'existence de ce dernier morphisme qui était proposé comme caractère de Chern des familles de 
dg-catégories saturées dans ^To-Velj . et dont la preuve de l'existence n'était qu'esquissée. 

Contenu 

La majeure partie de ce travail sera consacrée aux développements nécessaires pour donner 
un sens précis au théorème 10.11 et à sa démonstration. Dans la dernière section les applications 
mentionnées ci-dessus seront présentées. 

La première section présente des notions et des résultats généraux de la théorie des oo- 
catégories (oo-catégories qui seront pour nous des 1-catégories de Segal au sens de \Be\ IHi-ST] ). 
Certains sont bien connus et apparaissent déjà dans des travaux antérieurs, comme par exemple 
les notions d'adjonctions, de limites, de localisation que l'on trouve dans |Hi-Si] . D'autres le 
sont moins, comme les notions d' oo-catégories fibrées, d'oo-catégories localement présentables et 
d'oo-topos, bien que celles-ci se trouvent être traitées dans le contexte des quasi-catégories dans 
|Lul| . Nous avons essayé cependant de rendre cette section le plus indépendante possible d'autres 
références, et mis à part quelques résultats fondamentaux (comme par exemple l'existence de 
la structure de modèles sur les catégories de Segal, ou encore l'équivalence avec la théorie des 
catégories simpliciallement enrichies) nous donnons des arguments relativement complets pour 
justifier les résultats que nous utiliserons par la suite. 

Dans la seconde partie de ce travail nous présentons une théorie des oo-catégories monoïdales 
symétriques. Cette théorie est directement tirée du texte |To5j . et est équivalente à celle 
présentée dans le cadre des quasi-catégories dans |Lu2j . On y introduit la notion d'oo-catégories 
monoïdales symétriques rigides, et on montre comment on peut construire la trace d'un endomor- 
phisme dans une telle oo-catégorie. Une première difficulté technique est la construction d'une 
trace avec suffisament de propriétés de fonctorialité, que l'on obtient en démontrant l'existence, 
et l'unicité, d'un modèle universel (Thm. 12.101 Prop. 12.17p . Une seconde difficulté est de pro- 
duire une trace cyclique, c'est à dire possédant des propriétés d'invariances par rotations dans des 
suites cycliques d'équivalences. Cette seconde difficulté est résolue en appliquant un théorème 
récent de J. Lurie et M. Hopkins donnant une réponse positive à Vhypothèse du cobordisme, qui 
prédit le caractère universel de la oo-catégorie des bordismes orientés de dimension 1 (voir |Lu2] ). 
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Ce théorème permet de montrer la contractibilité de l'espace des traces, dont la conséquence 
immédiate est l'existence et l'unicité d'une trace cyclique (voir Thm. 12.18p . Finalement nous 
montrons que la trace cyclique est multiplicative. 

Notre troisième section est consacrée à la notion d'oo-topos catannelés rigides, et à la con- 
struction du caractère de Chern pour de tels objets. Il s'agit d'utiliser avec profit les résultats 
et constructions des deux sections précédentes afin de démontrer le théorème 10.11 La dernière 
section présente quelques contextes d'applications de la construction dont les principaux ont 
déjà été mentionnés dans cette introduction. Enfin, un appendice présente la preuve de deux 
résultats que nous utilisons sur les catégories de simplexes et que nous avons mis à part car ils 
ne font pas partie à proprement parler de la théorie des catégories supérieures. 

Questions non traitées 

Nous souhaitons signaler que plusieurs questions de comparaison, qui apparaissent naturelle- 
ment dans les exemples de la section §4, ont été laissées ouvertes. Par exemple, pour comparer 
rigoureusement le caractère de Chern construit en §4.2 et le caractère de Chern usuel (à valeurs 
dans l'homologie cyclique) il faut commencer par comparer l'homologie cyclique négative d'un 
schéma X et les fonctions S^-équivariantes sur LX. Même lorsque X est un schéma afhne cette 
comparaison, bien que considérée comme folklorique (voir par exemple [Ben-Nadj ) . ne semble pas 
avoir été écrite en détails. M. Hoyois a attiré notre attention sur le fait qu'il ne parrait pas clair 
que la littérature actuelle suffise pour mener à bien cette comparaison et il est possible qu'un tra- 
vail non trivial soit nécessaire pour parvenir à écrire une preuve complète. Dans §4.3 nous avons 
laissé de coté une question de même nature concernant la comparaison entre Px-modules sur 
un schéma lisse de caractéristique nulle et complexes quasi-cohérents et 5^-équivariants sur LX. 
Cette comparaison est aussi énoncée dans |Ben-Nad] mais nécessite d'avoir au préalable résolu 
le problème de la comparaison entre homologie cyclique et fonctions sur LX que nous venons 
de mentioner. Il nous semble donc que les arguments de [Ben-Nad] sont incomplets sur ce point 
précis et que cette question reste aussi d'une certaine façon ouverte, même s'il ne fait pas de 
doutes pour nous que cette comparaison est valable (et que les arguments de |Ben-Nad] donnent 
effectivement les grandes étapes de cette comparaison, comparaison qu'il faut donc attribuer à 
ces auteurs). Dans §4.4 nous introduisons la notion homologie cyclique secondaire qui est le 
réceptacle final du caractère de Chern des familles de dg-catégories saturées. Malheureusement, 
nous ne savons pas décrire cette homologie secondaire, même dans le cas affine, bien qu'il sem- 
ble probable que des applications successives du théorème HKR permette de la calculer dans le 
cas lisse en caractéristique nulle. Dans tous les cas nous avons laissé cette question à la quelle 
nous pensons qu'il est important de répondre, ne serait-ce que pour s'assurer que cette notion 
d'homologie secondaire est intéressante (ou au moins s'assurer qu'elle est non triviale). Enfin, 
et pour finir avec cette introduction, nous avons signaler, en début d'introduction, un contexte 
possible d'application de notre construction, à savoir celui de certaines géométries non additives, 
comme par exemple celui des schémas au-dessus du corps à un élément ou plus généralement 
ceux apparaissant dans [To-Valj . Nous n'avons pas inclu ces contextes comme exemples dans 
le §4, mais nous pensons cependant qu'il s'agit d'applications éventuelles dignes d'intérêts (par 
exemple, notre construction définit formellement un caractère de Chern pour les complexes par- 
faits sur des Fi-schémas, compatible avec le caractère de Chern des schémas à travers le foncteur 
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de changement de bases — 
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Notations: Nous utiliserons les définitions de catégories de modèles de [Ho] . Les mapping 
spaces, que nous appellerons comme il se doit espaces de morphismes, d'une catégorie de modèles 
M seront notés MapM, ou plus simplement Map s'il n'y a pas lieu de spécifier M (voir jHol 
§5]). Les produits fibrés homotopiques dans une catégorie de modèles seront notés — — . 

Dans ce travail, le symbole A" ne désignera pas le simplexe standard mais la catégorie 

*-l ~, ^n, 

classifiant les chaînes composables de n-morphismes. Le simplexe standard sera noté quand à 
lui Â". 

1 oo- Catégories 

Cette première section contient les définitions et énoncés de la théorie des oo-catégories que nous 
utiliserons dans ce travail. Nous n'aborderons pas, ou très peu, les aspects (2, oo)-catégoriques, et 
dans ce travail l'expression oo-catégorie sera synonyme de (1, oo)- catégorie, c'est à dire désignera 
une oo-catégorie dont tous les î-morphismes sont inversibles pour i > 1 (voir [Bej ). Nous avons 
opté pour la théorie des catégories de Segal comme modèle à celle des oo-catégories, mais tout 
autre modèle adéquat pourrait faire l'affaire. Une des motivations pour avoir utilisé l'expression 
oo-catégorie au lieu de catégorie de Segal est précisément de permettre au lecteur d'adpater ce 
texte à d'autre choix de théorie des (1, oo)-catégorie. 

Pour ce qui est des références, une partie important des notions et énoncés peuvent se 
trouver dans le texte fondateur [Hi-Si] . Certaines notions plus avancées sont tirées de |To-Ve2] . 
et d'autres sont des adaptations de résultats de |Lulj au cadre des catégories de Segal. Aucun 
des résultats de cette section ne prétend réellement à l'originalité, même si certains ne semblent 
pas se trouver dans la littérature, comme par exemple le traitement des catégories de Segal 
fibrées. 

1.1 Théorie homotopique des oo-catégories 

Tout au long de ce travail nous adopterons la définition fondamentale suivante. 

Définition 1.1 Une oo-catégorie est une catégorie de Segal au sens de \Hi-Sï[ ^2] (voir 
aussi /Be^ Def. 3.14]). 
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Pour fixer les notations, rappelons qu'une catégorie de Segal est un foncteur A : A"^ — > 
SEns vérifiant les deux conditions suivantes. 

1. ^0 est un ensemble simplicial discret (i.e. isomorphe à un ensemble simplicial constant). 

2. Pour tout n le morphisme de Segal 

An > Al XAo Al XAo • ■ ■ XAo Al 

est une équivalence faible d'ensembles simpliciaux. 

Rappelons aussi qu'une oo-catégorie est stricte (nous dirons aussi E- catégorie), si les mor- 
phismes du point (2) ci-dessus sont des isomorphismes. Tel est le cas si et seulement si A est 
le nerf d'une catégorie simplicialement enrichie. Nous identifierons toujours une catégorie sim- 
plicialement enrichie à son nerf et ainsi à la catégorie de Segal stricte correspondante. Une 
catégorie sera toujours vue comme une catégorie simplicialement enrichie dont les ensembles 
simpliciaux de morphismes sont discrets, et nous verrons ainisi la théorie des catégories comme 
une sous-théorie de celle des oo-catégories. 

Pour une oo-catcgoric A nous noterons encore A son ensemble d'objets Aq. Pour un n > 1, 
on dispose d'une décomposition canonique 

A-n — A(xq, . . . ,Xn), 

(xo,-,a:n)e^"+^ 

oii A{x{), . . . , Xn) désigne la fibre de la projection An — > ^o^^ prise en le point (xq, • . . , Xn)- Les 
ensembles simpliciaux A{xq, . . . sont par définition les espaces des chaînes composables de 

morphismes xi ^ x^ ^ . . . ^ Xn . En particulier, pour x, y deux objets, A{x, y) sera 

l'espace des morphismes de x vers y. Dans le cas où A est stricte, on a des isomorphismes 

A{xo, . . . ,Xn) ^ A{xQ,Xl) X A{xi,X2) X • • • X A{Xn-l,Xn)- 

Il nous arrivera aussi d'utiliser la notation suivante 

MapA{x,y) := A{x,y), 

ou encore Map{x,y) := A{x,y) lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur A. Notons que la compo- 
sition des morphismes dans une oo-catégorie A n'est pas un morphisme bien défini dans SEns, 
mais est représentable par le zig-zag 

A{x, y) X A{y, z) A{x, y, z) ^ A{x, z). 

On dispose donc toujours d'un morphisme 

- o - : A{x, y) X A{y, z) — > A{x, z) 

bien défini dans Ho{SEns). Ceci nous permettra de dire qu'un morphisme u € A{x, y) (par cela 
on entend un 0-simplexe de A{x, y)) est une équivalence dans A si pour tout z le morphisme 
induit 

— ou: A{y, z) — > A{x, z) 
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est un isomorphisme dans Ho{SEns). 

Pour deux cx)-catégories A et S, un oo-foncteur / : A — > B est par définition un morpliisme 
de catégories de Segal (c'est à dire un morphisme d'ensembles bisimpliciaux) . Nous parlerons 
aussi de morphismes de oo-catégories. Les oo-catégories, éléments d'un univers fixé, et les oo- 
foncteurs forment une catégorie notée oo — Cat. Si U est un univers nous noterons, lorsque une 
telle précision se révèle être nécessaire, oo — Cotu la catégorie des oo-catégories éléments de U 
(nous dirons aussi U-petites). 

Pour un oo-catégorie A nous noterons [A\ la catégorie des composantes connexes de A, 
aussi appelée la catégorie homotopique de A. Ses objets sont les objets de A et ses ensembles 
de morphismes sont définis par [A](a;,y) := 7ro(^(x, y)). La composition des morphismes est 
donnée par le diagramme 

T^oi^ix, y)) X ■KQ{A{y, z)) vro(A(x, y, z)) ^ t^q{A{x, z)), 

induit par les identités simpliciales. Les ensembles de morphismes dans [A\ seront aussi parfois 
notés 

[x,y] = [A]{x,y). 

Notons au passage qu'un morphisme de A est une équivalence si et seulement si son image dans 
[A\ est un isomorphisme. La construction A ^ [A\ définit bien évidemment un foncteur 

[— ] : oo — Cat — > Cat. 

Un oo-foncteur / : A — > B est pleinement fidèle (resp. essentiellement surjectif) si pour 
tout x,y Çi A \e morphisme A{x,y) — > B{f{x),f{y)) est une équivalence faible d'ensembles 
simpliciaux (resp. si le foncteur induit [/] : [A] — > [B] est essentiellement surjectif). Un oo- 
foncteur est une équivalence s'il est à la fois essentiellement surjectif et pleinement fidèle. La 
catégorie homotopique de oo — Cat obtenue en inversant les équivalences sera notée Ho{oo—Cat). 

La catégorie Ho{oo — Cat) est en réalité équivalente à la catégorie homotopique d'une 
catégorie de modèles oo — Cat^"^ des pré-catégories de Segal, contenant oo — Cat comme sous- 
catégorie pleine. La catégorie oo — Cat^'' est la sous-catégorie pleine des foncteurs A"^ — > SEns 
qui sont discrets en [0]. Cette catégorie est munie d'une structure de modèles pour laquelles 
les cofibrations sont les monomorphismes et la restriction des équivalences k oo — Cat sont les 
équivalences décrites ci-dessus. La définition générale des équivalences est plus subtile et ne sera 
pas utilisée dans ce travail (voir [Bel §5] pour les détails). Les objets fibrants de oo — Cat^^ sont 
des catégories de Segal et il existe donc des inclusions 

(oo - CafP-'Y'^ C oo - Cat Coo- CatP\ 

Ces inclusions sont strictes et une catégorie de Segal est fibrante si et seulement si elle est 
fibrante au sens de Reedy comme objet simplicial de SEns (voir [Be] Cor. 5.13]). Une propriété 
fondamentale de oo — Cat^^ est qu'il s'agit d'une catégorie de modèles interne, c'est à dire 
qu'elle est monoïdale au sens de |Hol §4] pour la structure monoïdale induite par le produit 
direct (voir aussi [ToSl Def. 2.1]). Une conséquence de cela est l'existence de Hom internes 
entre objets fibrants, et en particulier l'existence de Hom internes sur la catégorie homotopique 
Ho{oo — Cat). Par la suite nous utiliserons aussi l'expression oo-foncteur pour désigner un 
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morphisme dans Ho{oo — Cat). Cet abus de language est relativement anodin, et signifie que 
l'on prendra soins d'effectuer des remplacements fibrants lorsque cela est nécessaire. Cependant, 
ces remplacements seront, la plupart du temps, implicites, et ne seront mentionnés que lorsque 
l'argument mérite un certain degré de précision. 

Pour un univers U la catégorie de modèles oo — Catu est une catégorie de modèles U- 
combinatoire au sens de [HAGIl App. A]. De plus, lorsque U G V sont deux univers fixés alors 
le foncteur d'inclusion induit un foncteur pleinement fidèle 

Ho{(X) — Catu) ^ Ho{oo — Caty). 

On peut montrer que l'image essentielle de ce foncteur d'inclusion consiste en les oo-catégories 
A telles que, d'une part l'ensemble des classes d'isomorphismes de [A] est en bijection avec 
un ensemble U-petit, et d'autre part telles que pour tout x,y G A l'ensemble simplicial X est 
équivalent à un ensemble simplicial U-petit. 

La structure de la catégorie Ho{oo — Cat) peut se décrire avec les techniques dévelopées dans 
|To2j . correctement modifiés pour traiter le cas simplicial au lieu du cas dg. Pour cela on fait 
appel à l'équivalence entre la théorie homotopique des oo-catégories et celle des S-catégories (qui 
ne sont autre que les oo-catégories strictes). Nous renvoyons à [Bej pour des détails concernant 
cette équivalence, nous en retiendrons que le foncteur d'inclusion § — Cat — > oo — Cat induit 
une équivalence sur les catégories homotopiques 

Ho{§ - Cat) ~ Ho{oo - Cat). 

Pour une oo-catégorie A, le choix d'une S-catégorie munie A' d'un isomorphisme A' ~ ^ dans 
Ho{oo — Cat) sera souvent appelé un modèle strict de A. Un tel modèle existe et est toujours 
unique à isomorphisme unique près dans Ho{oo — Cat). Les descriptions des espaces de mor- 
phimes et des Hom internes données par |To2| fournissent ainsi une façon de décrire la catégorie 
Ho{oo — Cat) que nous allons rappeler ci-dessous. 

Comme nous l'avons signalé la catégorie Ho{oo — Cat) est cartésiennement close. Ses Hom- 
internes seront alors notés MHom, et sont définis comme Hom (, R(—)), où R est un foncteur 
de remplacement fibrant dans oo — Cat^"^ et Hom est le Hom interene de pré-catégories de 
Segal. Ces Hom internes sont compatibles avec la structure simplicial au sens où l'on dispose 
d'isomorphismes naturels dans Ho{SEns) 

Map{A, R Hom (B. C)) ~ Map{A x B, C), 

avec Map les espaces de morphismes de la catégorie de modèles oo — Cat^"^ (au sens de |Ho[ §5]). 

Pour une catégorie de modèles simpliciale M nous notons Int{M) la §-catégorie des objets 
fibrants et cofibrants dans M. Nous nous empresserons de voir Int{M) comme une oo-catégorie 
et donc comme un objet de oo — Cat. Si M est de plus U-combinatoire et V-petite (avec des 
univers U € V), alors pour toute §-catégorie U-petite A on dispose d'un isomorphisme naturel 
dans Ho{oo — Caty) 

R Hom (AJnt(M)) ~ Int{M^), 

ou est la caté gorie des ^-diagrammes (enrichis sur SEns) à valeurs dans M munie de 
sa structure de modèles projective (fibrations et équivalences définies termes à termes). De 



12 



même, l'espace des morphismes Map{A, Int{M)) est naturellement équivalent à N{WM ), le 
nerf de la sous-catégorie des équivalences dans M^. En particulier, l'ensemble [A, Int{M)], 
des morphismes de A vers Int{M) dans Ho{oo — Cat) est en bijection avec l'ensemble des 
classes d'isomorphismes d'objets de Ho{M^). Comme toute oo-catégorie est équivalente à une 
§-catégorie (et ce de façon unique à équivalebce près) cela décrit les morphismes d'une oo- 
catégorie vers une oo-catégorie de la forme Int{M). 

Fixons r* — > id, un foncteur de résolution cofibrante dans la catégorie de modèles oo — Cat^^ 
(au sens de |Hol §5]). On peut prendre par exemple le foncteur de résolution naturel donné 
par la structure simpliciale sur oo — Cat^*". On a alors pour une pré-catégorie de Segal A 
r"(^) := A([n]) X A, où A([n]) est le groupoïde classifiant les chaînes de n + 1 isomorphismes 
composables. On définit alors une adjonction de Quillen 

IIoo : SEns < > oo — Cat : ffom(r*(*), — ). 

L'adjoint à droite I envoie une oo-catégorie A sur l'ensemble simplicial ffom(r*(*), R{A)), oii R 
est un foncteur de remplacement fibrant. L'adjoint à gauche IIoo envoie un ensemble simplicial 
K sur le coend du diagramme ^(p, q) i— > -l^^l*)) • L'adjonction dérivée 

Hoo : Ho{SEns) < — > Ho{oo - Cat) : RHom{T*{*), -) =: I 

est telle que IIoo soit pleinement fidèle d'image essentielle formée des oo-catégories T telles 
que [T] soit un groupoïde (que nous appellerons des oo -groupoïdes). Cela peut en effet se 
déduire de l'énoncé analogue pour les espaces de Segal complets de (qui devient alors un énoncé 
formel) et des résultats de comparaisons de |Be| . Le foncteur IIoo sera appelé le foncteur oo- 
groupoïde fondamental, et I le foncteur espace sous-jacent. Noter que pour une oo-catégorie A le 
morphisme d'ajonction 1100(2^(^4)) — > A identifie le membre de gauche avec le sous-groupoïde 
maximal de A. En d'autres termes on dispose d'un carré homotopiquement cartésien dans 
oo — Cat 

UMA)) ^A 

où [AY^° est le sous-groupoïde des isomorphismes dans [A] (c'est aussi la catégorie homotopique 
de IlooÇl(A))). Nous utiliserons aussi la notation T**^* C T pour désigner ce sous-groupoïde 
maximal, où int fait référence à intérieur (voir |IIi-Si| dans lequel cette terminologie est intro- 
duite). 

Le foncteur IIoo : Ho{SEns) — > Ho{oo — Cat) est aussi isomorphe au foncteur qui envoie 
un ensemble simplicial fibrant K sur [n] ffom ^fA", K), où ffom ^(A", K) désigne l'ensemble 
simplicial des morphismes A" — > K qui fixent les sommets de A". Ceci montre que le foncteur 
IIoo possède aussi un adjoint à gauche 

|.| : Ho{oo - Cat) — > Ho{SEns) 

qui envoie une oo-catégorie sur sa réalisation géométrique (i.e. la diagonale de l'ensemble bisim- 
plicial correspondant). Le morphisme d'adjonction A — > Ilood^l) est alors la complétion 
oo-groupoïdale de A. 
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1.2 Adjonctions, limites et localisations 

La catégorie homotopique des oo-catégorie, Ho{oo — Cat), peut-être promu en une 2-catégorie 
Ho<2{oo — Cat) dont la catégorie homotopique est naturellement équivalente à Ho{oo — Cat). 
Une méthode relativement directe consiste à considérer oo — Cat^ , la catégorie des oo-catégories 
fibrantes. Cette catégorie en cartésiennement close, et on peut donc la considérée comme une 
catégorie enrichie dans la catégorie oo — Cat. Notons cette (oo — Cat)-catégorie par oo — Cat^ , 
qui n'est autre qu'un modèle pour la (2, oo)-catégorie de Segal des oo-catégories (voir |Hi-Si] ). 
En remplaçant les oo-catégories de morphismes par leur catégories homotopiques on trouve une 
catégorie enrichie dans Cat, donc une 2-catégorie (stricte), que nous noterons //o<2(oo — Cat). 
La catégorie homotopique de cette 2-catégorie est naturellement isomorphe à la catégories des 
oo-catégories fibrantes et des classes d'homotopie de morphismes entre elles. On dispose donc 
bien d'une équivalence naturelle 

Ho{oo - Cat) ~ [Ho<2{oo - Cat)]. 

Notons que par définition les objets de Ho<2{oo — Cat) sont les oo-catégories fibrantes et la 
catégorie des morphismes entre A et B est [Horn{A, B)]. Il est aussi possible de transporter la 
structure 2-catégorique pour construire une 2-catégorie équivalente, dont les objets sont toutes 
les oo-catégories et dont les catégories de morphismes sont [Horn{R{A), R{B))], avec R un 
foncteur de remplacement fibrant. Dans ce qui suit Ho<2{oo — Cat) désignera l'une ou l'autre 
de ces constructions, et les catégories de morphismes seront simplement notées [R Hom (^, B)]. 
Il s'agit dans les deux cas d'une 2-catégorie stricte. 

Cet enrichissement de la catégorie homotopique en une 2-catégorie permet de définir la 
notion d'adjonction de la façon suivante. Nous dirons qu'un oo-foncteur / : A — > B possède 
un adjoint à droite s'il existe un morphisme g : B — > A dans Ho<2{oo — Cat), et un objet 
u G [WHgm{A, A)](id, g f) , vérifiant la condition suivante: pour toute oo-catégorie C et tout 
objet k G [RHom{C,A)], h G [R Hom (C, B)] le morphisme induit 

[fk, h] [gfk, gh] [k, gh] 

est bijectif (où l'on a noté [— , — ] les ensembles de morphismes dans [RHorn{C, A)] et [MHom(C, B)]). 
En d'autres termes, on demande à ce que pour toute oo-catégorie C, les foncteurs induits 

fc ■ [M Hom (C, A)] < > [M Hom (C, B)] : gc, munis de la transformation naturelle id gcfc 

induite par u, définissent une adjonction de catégories au sens usuel. 

Lorsque le morphisme / possède un adjoint à droite le couple (g, u) est unique à isomorphisme 
unique près au sens suivant: si {g',u') est un second couple satisfaisant à la même condition 
alors il existe un unique isomorphisme a : g g' dans [R Hom iB, A)] tel que le diagramme 
suivant commute dans \RHorn{A, A)] 

gf —^id 




g'f. 

On dispose dualement d'une notion de oo-foncteur possédant un adjoint à gauche. De plus si 
{g, u) est un adjoint à droite de / comme ci-dessus alors (/, v) est un adjoint à gauche de g, où 
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V G [fg,id] correspond à l'identité dans [g, g] par la bijection [fg,id] ~ [g, g] décrite ci-dessus 
{h = id et k = g). Les couples {f,u) et {g,v) sont alors reliés par les relations triangulaires 
usuelles 

{v-f) o {f.u) =id: f — > f {g.v) o (u.g) = id : g — > g, 

qui sont des égalités de morphismes dans [RHom{A, B)] et dans [M. Hom (B, A)] respectivement. 

Ces identités triangulaires permettent de montrer que pour toute oo-catégorie C et tout oo- 
foncteurs k G [RHorn{C, A)], h G [R Hom (C, B)] le morphisme dans Ho{oo — Cat) 

MHomfq BMfk, h) RHomfq A)(q fk, ph) RHomfC, A)(k, ph) 

est un isomorphisme (alors que la définition d'adjoint ne donne, à priori, qu'une bijection sur 
les TTo de ses ensembles simpliciaux). En effet, un inverse est donné par le morphisme 

M Hom (a A)(k, ah) R Hom (C. B)( fk, fph) R Hom fC. A)( fk, h), 

les identités triangulaires impliquant que ce morphisme est bien un inverse, dans Ho{SEns), au 
morphisme ci-dessus. Ainsi, en prenant C = * on trouve que pour tout a G ^ et tout 6 G -B, le 
morphisme naturel 

B{f{a),b)^A{a,g{b)) 
est un isomorphisme dans Ho{SEns). 

La notion d'ajoint ci-dessus permet de parler de limites et de colimites dans les oo-catégories. 
Soient I et A deux oo-catégories, et considérons le morphisme diagramme constant 

c: A — > RHom(/, A) 

adjoint de la projection AxI — > A. Nous dirons que A possède des limites (resp. des colimites) 

suivant / si le foncteur c possède un adjoint à droite (resp. à gauche). Un adjoint à droite sera 
noté linii : MHom(/, A) — > A, et un adjoint à gauche colirrii : MHom(/, A) — > A. Nous dirons 
plus généralement que A possède des U-limites (resp. des U-colimites) si elle possède des limites 
le long de / pour toute oo-catégorie / G U. Si l'univers U est implicite nous dirons simplement 
que A possède des limites (resp. des colimites), sans plus de précision. Lorsque A possède des 
colimites, pour tout objet a G ^ et tout ensemble simplicial K il existe un objet K a € A. 
Cet objet vient avec un morphisme dans Ho{SEns) 

K — ^ A{a,K ®a) 

de sorte à ce que pour tout 6 G ^ le morphisme induit (défini dans Ho{SEns)) 

K X A{K (8) a, h) — > A{a, K a) x A{K (g) a, b) — *• A{a, b) 

induise un isomorphisme A(K a,b) ~ Map{K, A(a,b)) dans Ho(SEns). Dualement, lorsque 
A possède des limites alors pour tout a G ^ et tout ensemble simplicial K il existe un objet a^. 
Cet objet vient avec un morphisme K — > A{a^ , a) tel que pour tout b E Aie morphisme induit 

A{a, b^) — > Map{K, A{a, b)) 
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soit un isomorphisme dans Ho{SEns). 

Supposons que A et B soient deux cx)-catégories possédant des limites le long d'une oo- 
catégorie fixée /. Alors, pour un oo-foncteur / : A — > B on dispose d'un morphisme naturel 
(j) : folimj — > limjo dans la catégorie [MHom(MHom(/, A), B)] {où désigne le morphisme 
induit R Hom (J, A) — > M Hom fJ, B)). Ce morphisme est défini de la façon suivante. Notons 
V : co limi — id le morphisme définissant l'adjonction entre c et limi. On dispose alors d'une 
application naturelle 

[c o limj,id] ^ [f^ o co Umi, /^] — [c o / o lirrii, f^] ^ [/ o limi, limi o f^] . 

L'image de v par cette application fournit le morphisme (p cherché. Nous dirons alors que le 
c»-foncteur / commute aux U-limites si le morphisme ci-dessus est un isomorphisme pour 
toute oo-catégorie U-petite /. Dualement, nous dirons que / commute aux U-colimites si 
jop . j^op — ^ j^op commute aux U-limites. On vérifie qu'un oo-foncteur qui possède un adjoint 
à droite commute toujours aux colimites. Dualement, un oo-foncteur qui possède un adjoint à 
gauche commute toujours aux limites. 

Supposons maintenant que A soit une oo-catégorie et que S soit un ensemble de morphismes 
dans [A]. Une localisation de A le long de S est la donnée d'un couple {LsA, /), formé d'une oo- 
catégorie LsA et d'un oo-foncteur / : A — > LsA tel que pour toute oo-catégorie B le morphisme 
induit 

r : RRgm{LsA, B) — > M Hom fA. B) 

soit pleinement fidèle et que son image essentielle consiste en tous les oo-foncteurs / : A — > B 
tel que [/] envoie les morphismes de S sur des isomorphismes dans [B]. On montre qu'une 
localisation {LsA, l) existe toujours, et qu'elle est unique dans la catégorie homotopique Ho{oo — 
Cat). Un modèle explicite de LsA est donné par la localisation simpliciale de Dwyer et Kan 
(voir |Dw-Kaj ) . On peut aussi construire LsA comme le push-out homotopique dans oo — Cat 
(voir [ESI §8.2]) 

-A 

Ms * ^ LsA. 

Nous mettons en garde que ce push-out, pris dans 00 — Cat^^ n'est pas une catégorie de Segal, et 
qu'il est nécessaire de composer cette construction avec un foncteur de remplacement fibrant pour 
avoir une construction donnant une oo-catégorie. Dans les deux cas on voit que l : A — > LsA est 
toujours essentiellement surjectif. Une conséquence de la propriété universelle des localisations 
est que la localisation commute aux produits: pour A et B deux 00-catégories et 5a (resp. Sb) 
un ensemble de morphismes dans [A] (resp. dans [B]), le morphisme naturel Lsj^xSb ^ ^) — *■ 
Lsj^A X LsgB est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat). Un autre conséquence est que si A' est 
une S-catégorie équivalente à A, alors la oo-catégorie LsA est toujours équivalente à la sous-00- 
catégorie pleine de Int{SPr{A')) formée des préfaisceaux simpliciaux F : {A')°'P — > SEns qui 
envoient S sur des équivalences. 
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Pour une catégorie de modèles M nous noterons L{M) := L^M sa localisée le long des 
équivalences faibles. Par définition [L{M)°p, L{SEns)] est en bijection avec les classes d'isomorphismes 
d'objets dans la catégorie Ho{M^) (c'est à dire avec les classes d'isomorphismes dans Ho{SPr(M)) 
des préfaisceaux qui envoient équivalences sur équivalences, voir |HAGH §2.3.2]). Ceci implique 
que la sous-oo-catégorie pleine de Int{M^) formée des objets équivalents à des représentables 
est naturellement équivalente à L{M). En particulier, le lemme de Yoneda de [HAGIt Thm. 
4.2.3] implique qu'il existe des isomorphismes naturels dans Ho{SEns) 

MapM{x,y)^L{M){x,y) 

pour x,y € M. Ainsi, si M est une catégorie de modèles dont les ensembles de morphismes 
sont U-petits alors L[M) est équivalente à une oo-catégorie dont les ensembles simplicaux de 
morphismes sont de mêmes U-petits. Si maintenant, on suppose de plus que M est une catégorie 
de modèles simpliciales alors le plongement de Yoneda simplicial induit une équivalence de oo- 
catégories entre Int{M) et la sous-oo-catégorie de Int{M^) formée des préfaisceaux équivalents 
à des représentables. Ainsi, on a Int{M) ~ L{M). Ceci implique que lorsque M est U-engendrée 
par cofibration et simpliciale alors pour toute catégorie / qui est U-petite le morphisme naturel 

L(M^) — ^ MHom(/,L(M)) 

est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat). En d'autres termes, la localisation commute aux Homs 
internes vers une oo-catégorie provenant d'une catégorie de modèles. Cet isomorphisme naturel 
s'étend à toute catégorie de modèles engendrée par cofibrations et Quillen équivalente à une 
catégorie de modèles simpliciale (par exemple à toute catégorie de modèles combinatoire) . Ceci 
reste aussi vrai pour des sous-catégories pleines de catégories de modèles qui sont stables par 
équivalences. 

Cette compatibilité de la localisation des catégories de modèles avec le passage aux catégories 
de diagrammes implique aussi une compatibilité entre adjonctions de Quillen et adjonctions de 
oo-catégories. Pour voir cela, soit / : M < — > N : g une adjonction de Quillen entre catégorie de 
modèles simpliciales et U-engendrées par cofibrations. On définit un foncteur L/ : LM — > LN 
par le diagramme commutatif suivant 

L/ 

LM — -^LN 



LM" -ytT LN"" 

où M'^ est la sous-catégorie pleine des objets cofibrants, Q est un foncteur de remplacement cofi- 
brant, et L/^ est le oo-foncteur induit par (ce qui a un sens car f" préserve les équivalences). 
Dualement, on définit Mg : LN — > LM par le diagramme commutatif 

Rg 

LN -^LM 

R 

LNf -j^ LMf, 
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où maintenant NJ' est la sous-catégorie des objets fibrants et R est un foncteur de remplacement 
fibrant. Ces constructions définissent deux morphismes dans iîo<2(oo — Cat) 

hf : LM — ^LN LM i — LN : %. 

Pour un objet x G M, on dispose d'une chaîne de morphismes dans M 

gRfQ{x) < — gfQ{x) i — Q{x) — > x, 

et donc d'un diagramme 

gRfQ < — Q — >id 

d'endofonctcurs de M. Ces foncteurs préservant les équivalences on en déduit un morphlsme 
bien défini dans [MHom(LM, LM)] 

u:id — > M^L/. 

On vérifie alors que le couple (M^, u) est un adjoint à droite de hf en remarquant que pour 
toute oo-catégorle C, le couple induit sur 

Ho{M^) ~ [R Hom fq LM)] < — > [IRHom(C, LN)] ~ Ho{N^) 

n'est autre que le couple définissant l'adjonction dérivée de l'adjonction de Quillen induite sur 
les catégories de modèles de diagrammes 

/ : M^ i > : g. 

On déduit de cela que pour toute catégorie de modèles slmpliclales et U-engendrée par cofibration 

M la oo-catégorie LM possède des U-limites et des U-colimites. En effet, pour une oo-catégorie 
/ qui est U-petite, on considère le foncteur Colimj : M^ — > M. Ce foncteur étant de Quillen 
à gauche pour la structure de modèles projectlve sur M^ on en déduit que le oo-foncteur induit 

hColimi : L{M^) ~ R Hom f/, LM) — > LM 

est un adjoint à gauche du oo-foncteur diagramme constant. De même, si * est un remplacement 
de l'objet final de SEns^ alors le foncteur 

Hom i*. -):M^ — >M 

est de Quillen à droite et le oo-foncteur induit 

L(M^) ~ RHom(7, LM) — ^ LM 

est un adjoint à droite du foncteur diagramme constant (qui est le foncteur obtenu par local- 
isation à partir de l'adjoint à gauche x i— > î (8) x). Enfin, comme toute catégorie de modèles 
combinatoire est Quillen équivalente à une catégorie de modèles slmpliclales on voit aussi que 
LM possède des U-limites et des U-colimites pour toute catégorie de modèles U-combinatoire 
M. 
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Terminons ce paragraphe par la remarque suivante: soit M est une catégorie de modèles 
combinatoire, S est un ensemble de morphismes dans M et LgM la localisation de Bousfield à 
gauche de M le long de S. L'adjonction id : LgM < — > M : id induit alors une adjonction sur 
les oo-catégories localisées 

i : L{L^M) < — > LM : /. 
Le oo-foncteur l : LM — > L{LgM) induit alors un isomorphisme dans Ho{po — Cat) 

Ls{LM) ~ L{L^M). 

Définition 1.2 La oc-catcgorie des oo-catcgorics est L{oo — Cat). Elle sera notée oo — Cat (ou 

encore oo — Çat u si l'on se restreint aux oo-catégories U-petites). 

Par définition on a une équivalence de catégories 

[oo — Cat ] ~ Ho{oc — Cat). 

De plus, comme oo — Cat^"^ est une catégorie de modèles simpliciale on a une équivalence de 
oo-catégories 

oo - Cat ~ Int{oc - Cat^^). 

1.3 oo-Catégories fibrées 

Pour ce paragraphe nous noterons / une catégorie (disons U-petite pour fixer les idées). On 
définit une adjonction 

: (oo - Catî"")^ < — > oo - CatP''/! : Sej 

de la façon suivante. Pour ^ — / un objet de oo — Cat^'^/I on pose 

Sei{A) := Hom r(-/LA) : I — > oo - Cat^^ 

Dans cette notation — // est le fonctcur / — > Cat qui envoie i G / sur î//, et Honi j sont les 
Hom enrichis de oo — Cat^'^' /I a valeurs dans oo — Cat^"^ (naturellement induits par ceux de 
oo — CatP^). Le foncteur Sej possède un adjoint à gauche Jj. Cet adjoint est caractérisé par le 
fait qu'il commute aux colimites, à l'enrichissement dans oo — Cat*"", et par le fait que 

l^{h^) = i/I I, 

où est le préfaisceau d'ensembles coreprésenté par l'objet i. De manière plus explicite, pour 
F : / — > oo — Ca,tP^ un préfaisceau en pré-catégories de Segal, on définit une pré-catégorie de 
Segal JjF dont les objets les couples (i,a;), avec i G 7 et a; un objet de F{i). Pour (zi,xi), 
. . .{in,Xn) de tels objets on pose 

ij F){{ii,Xi),...,{in,Xn)) := ]J F{in){xi,...,Xn), 

il ^ ^ in 
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où la somme est prise sur tous les diagrammes ii ^ • • • ^ in dans /, et où l'on note 

encore xj l'image de xj G par le morphisme F{ij) F (in). Cette description montre que 

le foncteur J^- préserve les équivalences. 

On remarque que le foncteur Sej est de Quillen à droite, comme on peut le déduire du fait 
que oo — Cat^'^ est une catégorie de modèles interne. Cette adjonction se dérive en une adjonction 

^ : Ho{oo - Cat^) < — > Ho{oo - Cat/I) : RSej. 

Soit maintenant vr : ^ — > / un objet de cxo — Cat/I. Nous dirons qu'un morphisme a G A{x,y) 
est cartésien si pour tout z ^ Aie diagramme suivant 

A{y,z) °J^Aix,z) 

/(7r(y), 7r(z)) — ^ I{tt{x),tt{z)) 

on(a) 

est liomotopiquement cartésien. Dans le cadre des catégories, la notion ci-dessus de morphismes 
cartésiens est légèrement plus forte que la notion que l'on trouve dans |SGAH Exp. VI], et elle 
correspondant en réalité à la condition Fibll' de [SGAll Exp. VI, Prop. 6.11]. Cependant, 
la notion ci-dessus de catégories fibrées est compatible avec celle de |SGAH Exp. VI], modulo 
l'aspect fonctoriel: ce que nous appelons fibré correspond à cofibré dans [SGAlj (nous avons 
opté pour cette terminologie afin que cofibré aille de pair avec les foncteurs contravariants, et 
fibré avec ceux qui sont covariants) . 

Définition 1.3 1. Un objet A ^ I dans oo — Cat/I est fibré si pour tout morphisme u : i ^ j 
dans I, et tout objet x de A avec tï{x) = i il existe y Çi A et un morphisme cartésien 
a G A{x,y) avec 7r(a) isomorphe à u dans la catégorie comma ijl. 

2. Un morphisme dans Ho{oo — Cat/I) est cartésien s'il préserve les morphismes cartésiens. 

La sous-catégorie, non pleine, de Ho{s — Cat/I) formée des objets fibrés et des morphismes 
cartésiens sera notée Ho{oo — C at / 1)^"""^^ . 

On remarque qu'un objet vr : ^ — > / est fibré si et seulement si la projection naturelle 

p : MHom(AS A) RHom({0}, A) x^Hom^o^ ,) MHom(A\l) 

est essentiellement surjective lorsqu'elle est restreinte à la sous-oo-catégorie pleine R Hom (A^, A)'^"'^^ C 
MHom(A^,^), formée des morphismes cartésiens. Ceci montre que la condition d'être fibré est 
stable par équivalences dans oo — Cat. 

Proposition 1.4 Le foncteur Jj induit une équivalence de catégorie 

: Ho{oo - Cat^) — > Ho{oo - Cat/If^'K 
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Preuve: Commeçons par montrer que le foncteur Jj se factorise par la sous-catégorie Ho{oo — 
Cat/iy^'^'^. Pour cela, soit F : / — > oo — Cat un foncteur, tt : Jj F I son intégrale, et vérifions 
que TT est fibré. Comme la condition d'être fibré est visiblement invariante par équivalences dans 
oo — Cat/I on peut supposer que vr est de plus une fibration de oo-catégories. Soit u : i ^ j un 
morphisme dans /, et a S ^ avec '/r(a) ~ i. Comme vr est une fibration l'isomorphismc '/r(a) ~ i 
se relève un une équivalence a —>■ a' dans A avec 7r(a') = i. Quitte à travailler avec a' au lieu de 
a, cela montre que l'on peut supposer que 7r(a) = i. L'objet a est donc de la forme avec 
X G F{i). Soit y = u{x) G F{j). Alors, le morphisme u et l'identité de y défini un élément a 
dans 

{j F){{i,x),{j,y)) := H F{j){v{x),y). 
On a 7r(a) = u. De plus, si {k, z) est un objet de A le carré suivant 



lij, k) lii, k) 

est évidemment cartésien, et donc homotopiquement cartésien car les bases sont des ensembles 
simpliciaux discrets. Ceci montre que a est cartésien avec TT{a) = u, et donc que tt est fibré. 

Soit maintenant / : F — > G un morphisme dans oo — Cat^ , et montrons que le morphisme 
induit 

est un morphisme cartésien. Pour cela, remarquons qu'un morphisme dans 



{J^F){{i,x),{j,y)):= H F{j){u{x),y) 



de composante (n, 7), avec 7 € F{j){u{x),y), est cartésien si et seulement si 7 est une équivalence 
dans A. Or, le morphisme jjf envoie un morphisme(ïx, 7) sur (/(u),/(7)), ce qui montre bien 
que Jj f est toujours un morphisme cartésien. 

Considérons maintenant MS'ej"''* le sous-foncteur de MS'e/ formé des sections cartésiennes. 
En clair, pour un objet fibrant tï : A ^ I dans œ — Cat^"^ /I, et pour i G I, M.Sef'^^{A){i) 
est la sous-oo-catégorie pleine de Sei{A)(i) = Horri jUlF A) formée des morphismes cartésiens 
i/I — > A. On dispose d'une transformation naturelle WSef^*' — MS'e/ ce qui permet de définir 
une transformation naturelle 

h : ^ oM5ef * — > id. 
De même, la transformation naturelle 

k:id — >RSei 
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se factorise par le sous-foncteur RSef^^ Jj, et induit ainsi une transformation naturelle 

k:id — ^ RSef^ . 
Les données de h et k définissent de plus une adjonction 

^ : Ho{oo - Cat^) < — > Ho{oo - Cat/If"''* : RSeï 

Il nous reste donc à montrer que les deux assertions suivantes. 

1. Pour tout objet fibré tt : A — > I le morphisme d'adjonction 

h : j^oRSef\A) 

est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat). 

2. Pour tout objet F G Ho{oo — Cat^), le morphisme d'adjonction 

k : F — >RSef\A) j{F) 

est un isomorphisme. 

Le lemme suivant est le résultat clé. 

Lemme 1.5 Soit tt : A ^ I un objet fibré de Ho{oo — Cat/I) et i E I. Alors, le oo-foncteur 
d'évaluation en i 

evi : R Hom jd/LA) — > RHamj{{i},A) ~ A {i] 
est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat). 

Preuve: On supposera que le morphisme vr : A — > I est de plus une fibration. Il s'agit 
donc de montrer que l'évaluation en i induit une équivalence 

Sef''\i/I,A):^Tr-\i). 

Soit C la catégorie des simplexes du nerf de i/I. Rappelons que ces objets sont les foncteurs 
A'* — > i/I, et les morphismes les diagrammes (strictement) commutatifs 

A" ^ A"* 



i/L 

On dispose d'une projection naturelle p : C — > i/I, qui à / : A" — > i/I associe m(0) (où les 

objets de A" sont notés ^ 1 ^ • • • ^ n ). Cette projection fait de i/I la localisation, 

au sensé de notre §1.2, de C le long des morphismes verticaux (i.e. ceux qui s'envoient sur des 
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identités dans i/I, voir par exemple [Hi-Sil Lem. 16.1] ou encore [A.ip . En d'autres termes, le 
foncteur 

p* : Ho{SEns''^) — > Ho{SEns^) 

est pleinement fidèle et son image essentielle consiste en les diagrammes pour les quels les 
morphismes verticaux de C opèrent par des équivalences. De plus, le morphisme naturel 

Hocolim^n^^/jA^ — > i/I 

est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat) (voir IA.2|) . On déduit de cela qu'il existe un isomor- 
phisme naturel dans Ho{oo — Cat) 

Sef\i/I,A) ~ Holim^.^i/jSef'\A'',A). 

De plus, par définition des morphismes cartésiens et en utilisant le fait que vr : A — > I soit 
fibré, on voit que le oo-foncteur d'évaluation en {0} € induit, pour tout / : — > I, une 
équivalence 

Ser\A\A)^7T-\fm. 

De même, on voit que pour tout / : A" — > /, le foncteur d'évaluation en {n} fournit une 
équivalence 

5er*(A",A)^^-i(/(0)). 

Ceci montre que le foncteur 

(A*" ^ i/I) ^ Ser*(A",A) 

est isomorphe, dans Ho{oo — Cat^), à l'image réciproque par p : C — > i/I d'un foncteur 
E € H 0(00 — Caf^^). En particulier, on a 

HolimAn^i/iSeT'"\A'',A) ~ Holimi-,jE{j) ~ E{i) ~ Sei{{i},A) ~ n'^i), 

car i est initial dans i/I. Ceci termine la preuve du lemme. □ 

Montrons comment le lemme précédent implique que pour tout objet fibré vr : A — > / dans 
Ho{oo — Cat) le morphisme d'adjonction 

j^mef\A) — > A 

est un isomorphisme. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que vr est une fibration. 
Soit alors x et y deux objets de A, d'images par vr notées i et j respectivement. Pour tout 
u G I{i,j) choisissons n : x — > Xn un morphisme cartésien qui relève u (comme vr est une 
fibration nous pouvons supposer de plus que se relèvement est strict: tt{û) = u). On dispose 
alors d'un morphisme (bien défini dans Ho{SEns)) 

W A{xu,y) — > A{x,y), 

u£l{i,j) 
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qui consiste à précomposer avec les morphismes u. Notons A (xu, y) le sous-ensemble simplicial 
de A{xu,y) formé des morphismes dont l'image par ir est égale à l'identité de j = 7r{xu) = 7r(y). 
Alors, comme les morphismes u ont étés choisis cartésiens on voit que le morphisme induit 

]J A"'{x^,y) ^ Aix,y), 

u(^I{i,j) 

est un isomorphisme dans Ho{SEns). Supposons alors que x et y soient les images de deux 
objets, x' et y' dans RSe^"''* ( A) . Le lemme [L5] montre alors que le morphisme (p ci-dessus est 
isomorphe (dans Ho{SEns)) au morphisme naturel 

(^jRSer'iA)^ {x',y')^A{x,y). 

Ceci montre en particulier que JjWSef'^'^{A) — > A est pleinement fidèle. L'essentielle sur- 
jectivité se voit immédiatement à l'aide du lemme If .51 car il implique que toutes les fibres 
vr^^(f) C A sont contenues dans l'image essentielle. 

Le lemme [T3] implique d'autre part que le morphisme d'ajonction 

F — > RSef^ F 

est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat^). En effet, il suffit de voir que le morphisme naturel 

est une équivalence. Ce qui se déduit aisément du fait que la fibre homotopique de Jj F — > / 
en i € / est naturellement équivalente à la fibre naïve, qui elle est isomorphe à F{i). □ 

1.4 oo-Catégories localement présentables 

Nous utiliserons la notation suivante. 

Définition 1.6 1. La oo-catégorie des types d'homotopie est définie par 

T := L{SEns). 

Pour un univers fixé U nous noterons, lorsque cela est nécessaire, 

Tu := L{SEnsii), 
où SEnsu désigne la catégorie des ensembles simpliciaux V-petits. 

2. Pour une oo-catégorie A qui est V-petite, la oo-catégorie des préfaisceaux sur A est définie 
par 

Â:=WRgm{A°P,Tu). 
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Remarquons que l'on a un isomorphisme naturel T ~ Int{SEns) dans Ho(oo — Cat). De 
même, lorsque A est une œ-catcgorie stricte ona 

À = R Rom ( A^P, T) ~ R Rom ( A^p, Int{SEns)) ~ Int{SPr{A)) ~ L{SPr{A)), 

où SPr{A) est la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A. Pour deux univers U G V le 
morphisme d'inclusion 

Int{SEnsi] ~ Tu — > Int{SEnsY ~ Ty 

est ainsi pleinement fidèle. Pour une oo-catégorie U-petite A on trouve ainsi un oo-foncteur 
pleinement fidèle 

E Hom U"P,TiT) — ^RHom(A°î',Tv). 

Ainsi, bien que la définition précédente de la cx)-catégoric A dépende du choix d'un univers, les 
constructions que nous en tirerons ne dépendront pas de ce choix, quitte à choisir un univers 
de départ sufîisemment gros. C'est pour cette raison que la notation A ne fait pas mention de 
l'univers U. 

Pour une oo-catcgorie stricte A on dispose du plongement de Yoneda h : A — > A, adjoint 
du oo foncteur A x A°p — > T qui envoie (a, 5) sur A(b,a). Pour une oo-catégorie quelconque 
on définit le plongement de Yoneda h : A — > A en choisissant un modèle strict pour A et en 
appliquand la construction précédente. Le oo-foncteur h est toujours pleinement fidèle. Ainsi, 
pour deux oo-catégories ^ et 5 le morphisme 

RHom(A, B) — s- M Hom U, B) ~ Â^pITb 

est pleinement fidèle. Son image consiste en tous les oo-foncteurs F : A x B"p — > T tel que 
pour tout a Ç: A\e oo-foncteur F{a, —) ÇL B est représentable (i.e. isomorphe dans S à un objet 
de l'image essentielle du plongement de Yoneda pour B). 

Définition 1.7 S oit V un univers fixé. C/ne oo-caiegone ^ esi presque U-localement présentable 
s'il existe une oo-catégorie Aq qui est U-petite et un oo-foncteur pleinement fidèle 

A^Ao 

qui possède un adjoint à gauche. 

La oo-catégorie Aq étant de la forme Int{SPr{A'Q)), pour A'q un modèle strict de Aq, elle 
possède des U-limites et des U-colimites. On déduit formellement de cela que toute oo-catégorie 
presque U-localement présentable possède aussi des U-limites et des U-colimites. Si A — > Aq est 
comme dans la définition précédente, les limites dans A sont simplement calculées dans Aq (elles 
restent dans A can le foncteur d'inclusion est adjoint à droite et donc commute aux limites). 
Les colimites sont aussi calculées dans puis ramenées dans A à l'aide de l'adjoint à gauche 
Ao^A. 

Définition 1.8 Nous dirons qu'une oo-catégorie A est U-localement présentable s'il existe une 
catégorie de modèles M qui est V-combinatoire et un isomorphisme dans Ho{oo — Cat) 

A ~ LM. 
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Une remarque importante est que oo — Çat^ est une oo-catégorie U-localement présentable. 

D'après [Duj toute catégorie de modèles U-combinatoire est Quillen équivalente à une locali- 
sation de Bousfield d'une catégorie de préfaisceaux simpliciaux sur une catégorie U-petite. Ceci 
implique qu'une oo-catégorie U-localement présentable est presque U-localement présentable. 
Réciproquement on peut montrer qu'une cxD-catégorie presque U-localement présentable est U- 
localement présentable si et seulement si tous ses objets sont K-compact (pour un cardinal 
régulier k qui dépend de l'objet considéré). 

Une des propriétés fondamentales des oo-catégories (presque) U-localement présentables que 
nous utiliserons est le critère d'existence d'adjoint suivant. 

Proposition 1.9 Soit f : A — > B un oo-foncteur. 

1. Si A est presque iJ -localement présentable et si f commute aux V-colimites alors f possède 
un adjoint à droite. 

2. Si A est \]-compactement engendrée et si F commute aux V-limites et aux colimites k- 
filtrantes pour un cardinal régulier k, alors f possède un adjoint à gauche. 

Preuve: Quitte à choisir des modèles stricts nous supposerons que les oo-catégories en jeu 
sont des S-catégories. 

(1) On considère l'adjonction de Quillen 

/! : SEns4 < > SEns^ : f* 

oii U G V avec A et B éléments de l'univers V. Cette adjonction de Quillen donne lieu à une 
adjonction de oo-catégories 

L/i : 1 ~ L{SEns^) < — > L{SEns^) ~ B : Rf*. 

On dispose de plus d'un diagramme commutatif dans Ho{oo — Cat) 

A^B 

^ L/i' ^' 

oii les morphismes verticaux sont les plongements de Yoneda. On voit ainsi que pour montrer 
que / possède un adjoint à droite il suffit de montrer que le oo-foncteur M/* préserve les objets 
représentables. Pour tout b £ B le oo-foncteur f*{hh) ■ A — > T°p commute aux U-colimites par 
hypothèses. On voit ainsi qu'il suffit de montrer que tout objet F A qui envoie colimites dans 
A sur des limites dans T est représentables. Pour cela, on écrite A comme une sous-oo-catégorie 
reflexive d'une oo-catégorie de préfaisceaux 

i : A i — > Aq : l. 
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Le foncteur l o F : Aq — > T commute aux U-limites et est donc représentable: l'objet de Aq 
qui le représentable n'est autre que sa propre restriction comme oo-foncteur A'q' — > T. En 
effet, cela se déduit du fait que l'adjonction de Quillen induite par le plongement de Yoneda 
h:Ao — >A'o 

h\ : SEns^'^ < — > SEns^^ '■ h 
induise un foncteur pleinement fidèle 

L/i, : Ho{SEns^°'"') — > H o{S Ens^""" ) 

dont l'image essentielle consiste en les préfaisceaux simpliciaux sur Aq qui envoient colimites sur 
limites (voir \To2\ Lem. 7.3]). 

(2) Vue les compatibilités entre limites et colimites homotopiques dans une catégorie de 
modèles M et les limites et colimites dans la oo-catégorie LM on voit qu'il faut montrer l'énoncé 
suivant: si -F : M — > SEns^ est un foncteur qui vérifie les conditions suivantes 

1. F préserve les équivalences. 

2. F commute aux limites homotopiques. 

3. F commute aux colimites homotopiques K-filtrantes. 

Alors il existe un objet x € M tel que F et Map{x, — ) soient isomorphes comme objets dans 
SPr{M"P) (ici M est V-petite et les préfaisceaux sont des V-préfaisceaux) . 

D'après les résultats de |Duj on peut supposer que M est de plus simpliciale et avec tous les 
objets cofibrants. Les Homs simpliciaux seront alors notés Hom . Quitte à choisir k suffisem- 
ment grand on peut faire en sorte que k soit un cardinal suffisament grand (comme pour les 
preuves des résultats de [Dû]). Notons alors C C M la sous-catégorie pleine formée des objets 
/î-compacts. 

Notons }f : M — > SEns le foncteur qui à y associe Hom{x, R{y)), où R est un foncteur de rem- 
placement fibrant. De même, notons : M — > Ens le foncteur qui à y associe Hom{x, y), que 
nous verrons comme un foncteur en ensembles simpliciaux discrets. On dispose d'un morphisme 
naturel — > . 

On note A.{C / F) la catégorie des simplexes de F au-dessus de C. Ses objets sont des triplets 
(x, n, a), avec x £ C, [n] £ A et a & F{x)n. Les morphismes {x,n,a) —>■ {y,m,b) sont donnés 
par un morphisme x ^ y dans C et un morphisme [m] — > [n] dans A qui envoient le simplexe 
a G F{x)n sur h € F{y)m- On dispose d'un foncteur naturel (j) : A{C/F) — > C qui à {x,n,a) 
associe x € C. Notons X := holimj\(^c/F)4' € M la limite homotopique de ce foncteur. On 
dispose d'un diagramme naturel dans Ho{SPr{M°P)) 

HocoUm(^^^n,a)eAic/F)h'' ^ F 
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De plus, comme F commute aux limites homotopiques, il existe un unique morphisme h — > F 
qui rende le diagramme 

Hocolim^^^n^a)(^^{C/F)h'' —^F 

commutatif dans Ho{SPr{M°P)). Comme F préserve les équivalences, ce diagramme induit un 
nouveau diagramme commutatif (voir |HAGH Lem. 4.2.2]) 

Hocolim(^^^n,a)€A{c/F)lf F 

Il est clair que le morphisme horizontal devient une équivalence lorsque l'on restreint les foncteurs 
à la sous-catégorie C (voir \Du\ Prop. 4.7]). De plus, comme les deux foncteurs en question 
commutent aux colimites K-filtrantes, et que de plus tout objet de M est équivalent à une 
colimite homotopique K-filtrante d'objets de C, ceci implique que le morphisme 

Hocolim(^^^n,a)€Aic/F)lf — ' F 

est une équivalence. Ainsi, le morphisme fr^ — > F possède une section dans Ho{SPr(M°P)). 
Le foncteur F est donc un rétracte d'un représentable et donc est lui-même représentable par 
un facteur direct (dans Ho{M)) de X. □ 

Notons au passage un résultat que nous avons utilisé lors de la preuve du la partie (1) de la 
proposition précédente: pour une oo-catégorie Aq qui est U-petite et pour B toute cxo-catégorie 
qui possède des U-colimites, le morphisme de restriction 

R Hom fAi, B) — > M Hom fAn, B) 

induit un isomorphisme dans Ho{oo — Cat) 

MHom'=(A),5) — > R Hom Un.^). 

oii R Hom ^(An, B) désigne la sous- oo-catégorie pleine de M Hom fAn, B) formée des oo-foncteurs 
qui commutent aux colimites. 

1.5 oo-Topos 

Définition 1.10 1. Un U — oo-topos est une oo-catégorie T tel qu'il existe une oo-catégorie 
V-petite Tq et un oo-foncteur pleinement fidèle 

i:T^% 

possédant un adjoint à gauche qui commute aux limites finies (c'est à dire aux produits 
fibrés et aux produits finis). 
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2. Un oo-topos est unU — oo-topos pour un univers U. 

3. Si T et T' sont deux oo-topos, un morphisme géométrique / : T — > T' , est un oo-foncteur 
qui commute aux colimites et dont l'adjoint à gauche commute aux limites finies. 

La oo-catégorie des U — cxD-topos est la sous-oo-catégorie (non pleine) de oo — Cat formée 
des U — oo-topos et des morphismes géométriques. Elle sera notée oo — Top^ (ou oo — Top si 
l'on ne souhaite pas mentioner univers Uj. 

Par définition les U — oo-topos sont des oo-catégories presques U-localement présentables. 
Nous verrons que sous une hypothèse additionnelle de complètude ils sont en fait U-localement 
présentables. 

Tout comme le cas des topos les oo-topos sont caractérisables par des axiomes de type 
Giraud (voir |LuH IHAGH ITo-Ve2j ) . Pour un oo-topos T fixé nous retiendrons les propriétés 
caractéristiques suivantes. 

1. Il existe une sous-oo-catégorie Tq CT qui est U-petite et telle que le oo-foncteur induit 

soit pleinement fidèle (on dit aussi que Tq engendre T par épimorphismes stricts). 

2. La oo-catégorie T possède des U-limites et des U-colimites. 

3. Les U-colimites dans T sont universelles: si x : I — > T est un diagramme d'objets de T, 
augmenté au-dessus d'un objet z € T, alors pour tout y —>■ z dans T, le morphisme naturel 

colimj{y x ^ xi) ^ y x ^ (colimjXi) 

est un isomorphisme dans [T]. 

4. Les sommes sont disjointes dans T: si {xi}i^j est une famille d'objets dans T, de somme 
\Jiiei ~' ^' s-lors pour tout i ^ j les morphimes 

sont des isomorphismes dans [T]. 

5. Les relations d'équivalences sont effectives: si : A"^ — > T est un groupoïde de Segal 
dans T (voir [HAGIl ITo-Ve2j ) , alors le morphisme naturel 

Xl > Xq Xcolim/^X* Xq 

est un isomorphisme dans [T]. 

Notons aussi que les propriétés (3) — (5) peuvent aussi s'exprimer de manière uniforme par 
la propriété de conservation. Cette propriété apparaît dans [Rezj et peut se traduire de la façon 
suivante. Pour l'énoncer nous aurons besoin de la notion de oo-catégorie comma: si T est une 
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oo-catégorie et x € T est un objet nous noterons T/x la cxD-catégorie définie comme la fibre 
homotopique en x du morphisme 

MHom(A\r) — > T, 

où est la catégorie classifiant les morphismes (A^ := (0 — > 1)), et le morphisme ci-dessus est 
l'évaluation en l'objet 1 G A^. Soit maintenant x : I — > T un diagramme d'objet de T avec / 
une catégorie U-petite. On considère MHom(/, T) la oo-catégorie des /-diagrammes dans T et 
R Hom fJ, T)/x la oo-catégorie des diagrammes au-dessus de x. Lorsque T possède des colimites 
on dispose du oo-foncteur 

colimj : R Hom fJ.Tl/x — > T/\x\, 

où |x| est la colimite du diagramme x. Lorsque T possède des limites finies ce foncteur possède 
un adjoint à droite 

X I ^ I X : T/\x\ — > MHom(/,r)/x. 

La propriété de conservation affirme alors que le foncteur — x\x\x est pleinement fidèle et que 
son image essentiellement consiste en des diagrammes y : I — > T, augmentés sur x, et tel que 
pour tout i ^ j, morphisme dans I, le morphisme 

Vi — > (xi) X(x,) iVj) 

est un isomorphisme dans [T]. En d'autres termes, le foncteur 

colinij : R Hom fJ, T)/x — > T/\x\, 

restreint à la sous-catégorie des diagrammes y — > x vérifiant la propriété ci-dessus, est une 
équivalence. 

Soit T un oo-topos. Un objet x G T est n-tronqué si pour tout y £ T l'ensemble simplicial 
T(y, x) est n-tronqué. De manière équivalente, x est n-tronqué si pour tout i > n le morphisme 
naturel x — > x^^ est un isomorphisme dans [T]. La sous-oo-catégorie pleine des objets n- 
tronqués de T sera notée r<„ C T. Les oo-foncteurs d'inclusion r<„ — > T possède des adjoints 
à gauche : T — > T<„. Nous dirons alors que T est t-complet si et seulement si tout objet 
X G r tel que tn{x) ~ * pour tout n est tel que x ~ *. En d'aurtes termes, T est t-complet 
s'il n'existe aucun objet non trivial qui soit n-connexe pour tout n. Les oo-topos t-complets 
se décrivent alors à l'aide d'une notion de oo-topologie. On montre plus précisément que pour 
une oo-catégorie Tq fixée, il existe une bijection entre les classes d'équivalences de sous-oo-topos 
t-complets de Tq et les topologie de Grothendieck sur la catégorie [Tq] (voir [HAGIl Thm. 3.8.3]). 
Ceci implique en particulier un procédé de construction des oo-topos à l'aide d'une notion de 
oo-site, c'est à dire à l'aide de couple (To,r), formés d'une oo-catégorie Tq est d'une topologie 
sur [Tq]. En effet, pour un tel oo-site, avec Tq strict, on peut construire une catégorie de 
modèles SPr^iTo) qui est une localisation de Bousfield à gauche pour une notion d'équivalences 
locale dans SPriTo) (voir [HAGIl §3.4]). La oo-catégorie L{SPrr{TQ)) est alors un oo-topos 
t-complet, que l'on notera T^'^ . Une conséquence de cela est que tout oo-topos t-complet est 
de la forme LM pour M un topos de modèles t-complet. En particulier tout oo-topos t-complet 
est U-localement présentable. 



30 



Pour finir, soit (Tq, r) un oo-site qui est de plus U-petit et considérons le cxD-topos T := Tq''^ 
associé. C'est la sous-oo-catégorie pleine de Tq formée des oo-foncteurs Tq^ — > Tu qui possède 
la propriété de descente pour les hyper-recouvrements (voir [HAGH Cor. 3.4.7]). Le oo-foncteur 
d'inclusion i : T ^ Tq possède un adjoint à gauche exact 

a : Tq — > T 

(c'est le oo-foncteur de faisceautisation aussi appelé champ associé). Le composé du plongement 
de Yoneda h : Tq — > Tq et de a définit un oo-foncteur 

h- :To^T 

qui n'est plus pleinement fidèle en général (par définition il l'est si la topologie r est sous- 
canonique). Soit maintenant A une oo-catégorie qui possède des U-limites. On dispose alors 
d'un morphisme de restriction 

REgm\T°P,A) — > R Hom fTn,^), 

ou WHam\T°P,A) est la sous-oo-catégorie pleine de R Hom (r°P, A) formée des oo-foncteurs qui 
commutents aux limites. On vérifie que ce oo-foncteur est pleinement fidèle. Son image dans 
R Hom fTn, A) est appelé par définition la oo-catégorie des champs sur Tq à valeurs dans A. 
Cette image se caractérise de la façon suivante: un oo-foncteur F : Tq^ — > A est un champs s'il 
possède la propriété de descente par rapport aux hyper-recouvrements. Nous posons la définition 
suivante. 

Définition 1.11 Pour itn U — oo-topos T et une oo-catégorie A possédant des V-limites, la 
oo-catégorie des champs sur T à valeurs dans A ( aussi appelée la oo-catégorie des ^-champs sur 
T) est R Hom '(T°P,^). Elle sera notéCh{T,A). 

Notons pour finir que le foncteur d'inclusion 

WHgm\T°f, A) — ^ RHomfT"^, A), 

possède lui aussi un adjoint à gauche exact. Cet adjoint à gauche est construit en composant 
l'équivalence 

RHom(r°P, AyP ~ RHom(rn. A^p) ~ RHom^fTh. A^P) 

avec le oo-foncteur 

ai : RRonf in, A°P) — > RHom^fT, A°p) ~ RHom'(r°P, A)°p, 
adjoint à gauche de la restriction suivant a. où a : Tq — > T est le oo-foncteur champ associé. 
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2 Structures monoidales 



Dans cette seconde section nous présentons la théorie des oo-catégories monoïdales symétriques. 
Nous adopterons le point de vue qui était utilisé par le premier auteur dans |To5| . et de nom- 
breuses notions et constructions sont tirés de ce texte. L'équivalence entre la théorie des oo- 
catégories fibrées sur F et celle des oo-foncteurs de F — > oo — Cat implique que notre approche 
est aussi équivalente à celle utilisée récemment par J. Lurie (voir |Lu2| par exemple). 

En dehors des aspects définitionels cette section contient essentiellement deux résultats fon- 
damentaux. Tout d'abord le théorème 12.101 qui affirme l'existence de oo-catégories monoïdales 
symétriques rigides librement engendrée par des oo-catégories. Une conséquence de ce fait est la 
proposition 12.171 affirmant l'existence et l'unicité des morphismes de traces dans les oo-catégories 
monoïdales symétriques rigides. Le second résultat (Cor. 12.191 et Def. I2.20p affirme de plus que 
cette trace possède une propriété d'invariance cyclique qui sera pour nous cruciale pour la con- 
struction du caractère de Chern. Nous n'avons pas trouvé de preuve directe raisonnable à ce 
second résultat, et nous montrons qu'il s'agit d'une conséquence de la solution à V hypothèse du 
cobordisme annoncée dans |Lu2] . Ce second résultat est de toute évidence le théorème le plus 
important de cette section, voire de cet article. Nous terminerons cette partie en montrant que, 
comme il se doit, la trace est multiplicative par rapport au la structure monoïdale. 

2.1 Théorie homotopique des oo-catégories monoïdales symétriques 

Nous considérons la catégorie des ensembles finis pointés et applications pointées. Par soucis 
de petitesse nous nous restreindrons à un squelette de de cette catégorie, noté F, formé des 
ensembles {0, . . . , n}, pointés en 0, pour tout n > 0. L'objet {0, . . . , n} sera noté [n]. 
Pour un tel objet [n] E F, nous disposons de n-morphismes canoniques 

Si : [n] — > [1], 

pour < i < n, définis par Si{j) = ôij (i.e. Si envoie tout sur sauf i). Les morphismes Si sont 
généralement appelés les morphismes de Segal. 

Définition 2.1 1. Une oo-catégorie prémonoïdale symmétrique (nous dirons aussi oo-CPS^ 
est la donnée d'un fondeur 

A -.Y — > oo- Cat. 

2. Une oo-CPS A est une oo-catégorie monoïdale symmétrique (nous dirons aussi oo-CMSj 
si pour tout entier n >0 le morphisme 

n s. ■■ A{[n]) A{[l]r 

l<i<n 

est une équivalence de oo-catégories. 
Un morphisme de oo-CPS (resp. de oo-CMS) est une transformation naturelle de foncteurs 
F — ^ oo - Cat. 
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Notons que la condition d'être une oo-CMS implique que ^([0]) est équivalente à la oo- 
catégorie ponctuelle * (c'est le cas n = dans la condition de la définition). 

La catégorie des oo-CPS est par définition la sous-catégorie pleine de la catégorie des fonc- 
teurs oo — Cat^ formée des oo-CPS. De même, la catégorie des oo-CMS est la sous-catégorie 
pleine de la catégorie des oo-CPS formée des oo-CMS. Ces deux catégories seront notées respec- 
tivement 

oo - Cat?"-® oo - Cat® 

(ou encore oo — Cat^~^ , oo — Cat^ si fixer des univers il nous faut). Les morphismes de oo- 
CPS et de oo-CMS sont par définitions les transformations naturelles de P-diagrammes. Les 
morphismes entre oo-CMS seront appelés des (8) — oo- fondeurs. 

On dispose sur oo— Cat^*""® de la structure de modèles projective pour laquelle les équivalences 
(resp. les fibrations) sont les morphismes A — > B tels que ^([n]) — -B([n]) soit une équivalence 
(resp. une fibration) pour tout n. Nous noterons Ho{oo — Ca\P^'~®) la catégorie homotopique 
correspondante, et Ho{oo — Cat®) C Ho{oo — Cat^^'"®) la sous-catégorie pleine des oo-CMS. 
Par extension les morphismes de Ho{oo — Cat®) seront aussi appelés des — oo-foncteurs. Nous 
verrons par la suite que Ho{oo — Cat*^) s'identifie naturellement à la catégorie homotopique 
d'une structure de modèles localisée sur oo — Cat^''"® dont les objets locaux sont exactement 
les oo-CMS. Mais avant cela nous présentons quelques exemples. 

Premiers exemples de oo-CMS: 

1. Monoïdes abéliens: La sous-catégorie pleine de oo — Cat® formée des foncteurs A : T — > 
oo — Cat tels que j4([n]) soit un ensemble (vu comme oo-catégorie discrète) pour tout n est 
équivalente à la catégorie des monoïdes commutatifs (associatifs et unitaires). Pour voir 
cela on construit un foncteur T°P — > CMon, de P"^ vers la catégorie CM on des monoïdes 
commutatifs de la façon suivante. L'objet [n] est envoyé sur HomP{[n],N), l'ensemble des 
applications / : [n] — > N telles que /(O) = 0, muni de sa structure de monoïde induite par 
la structure additive de N. Ceci définit un foncteur de manière évidente P^^ — > CMon, 
en envoyant un morphisme [n] — > [m] sur le morphisme HomP ( [m] , N) — HomP ( [n] , N) 
obtenu par composition. Pour un monoïde commutatif E G CMon on définit alors un 
foncteur Ny{E) : P — > Ens en précomposant le foncteur Hom{—,E) avec P°^ — > CMon. 
En d'autres termes on a NY{E){[n]) = E^, et pour u : [n] ^ [m] dans P le morphisme 
induit 

-u, : ^" ^ S™ 
est donné pour x = (xi) G E^ par la formule 

On vérifie alors que le foncteur E i— N-p{E) est une équivalence de CMon vers la sous- 
catégorie de oo-CMS formée des foncteurs qui prennent leurs valeurs dans les ensembles. 

2. Catégories monoïdales symmétriques: (voir aussi [LeH Def. 3.3.7]). L'exemple 
précédent se généralise au cas des catégories monoïdales symmétriques de la façon suiv- 
ante. Notons Cat^ la catégorie des catégories monoïdales symmétriques et des foncteurs 
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monoïdaux symmétriques. Notons Fin la catégorie dont les objets sont les ensembles 
{1,... ,n} et dont les morphimes sont les applications bijectives. La catégorie Fin est 
munie de sa structure monoïdale symmétrique usuelle induite par la somme disjointe 
d'ensembles (en identifiant {1, . . . , n} JJ{1, . . . , m} avec {1, . . . , n + m} par concaténation). 
On construit un foncteur T"^ — > Cat® en envoyant [n] sur Hom^{[n],Fin), la catégorie 
monoïdale symmétrique des foncteur s [n] — > Fin qui envoient sur {1}. Ainsi, pour 
une catégorie monoïdale symmétrique A, on peut précomposer le foncteur Hom ®{—,A), 
qui envoie B sur la catégorie des foncteurs monoïdaux symmétriques de B dans A-, pour 
obtenir 

Nt{A) : r — > Cat. 

On identifie alors Cat k la, sous-catégorie pleine de oo — Cai formée des oo-catégories dont 
les ensembles simpliciaux de morphismes sont discrets, et on voit ainsi Ny{A) comme un 
objet de oo — Cat*"""®. On vérifie alors que Ny{A) est une oo-CMS: en effet, pour tout 
[n] la catégorie monoïdale symmétrique HomP{\n],Fin) s'écrit comme une somme, dans 
la 2-catégorie des catégories monoïdales symmétriques 

]J HowP{[l],Fin) ~ HowP{[n],Fin). 

Ceci implique donc que pour tout n le morphisme 

Nr{A){[n]) ^ Nr{A)mT 

est une équivalence de catégories. Nous avons donc construit ainsi un foncteur Ny, de 
la catégorie des catégories monoïdales symmétriques vers la sous-catégorie de oo — Cat® 
formée des foncteurs qui sont niveaux par niveaux des catégories. Ce foncteur induit alors 
un foncteur sur les catégories homotopiques 

Nr : Ho{Cat®) — > Ho{oo - Cat®). 

On peut montrer (nous le ferons pas) que ce foncteur est pleinement fidèle et que son 
image essentielle consiste en toute les oo-CMS A telles que ^([1]) soit équivalente à une 
catégorie. Une construction dans l'autre sens, fournissant un inverse du foncteur iVr, sera 
présentée plus loin. 

3. Spectres connectifs: Soit M une catégorie de modèles pointée et engendrée par cofibra- 
tions et X G M un objet. On définit un foncteur 

— , M 

en envoyant [n] sur l'objet Xtn], où X^n\ désigne l'exponentielle de X par l'ensemble pointé 
[n]. En d'autre termes, ce foncteur envoie [n] sur , et un morphisme u : [n] — > [m] 
sur le morphisme u* : X"^ — ^ X^ obtenu en envoyant la composante i sur la composante 
u{i) (en prenant comme convention que cette composante est * lorsque u{i) = 0). Fixons 
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un foncteur de résolution fibrante id iî* sur M (au sens de |Hol §5]). On définit alors, 
pour Y £ M un foncteur 

r — > SEns 

n ^ Hom{Q{X^n]),R^(Y)), 

où Q est un foncteur de remplacement cofibrant dans M. On composant avec le foncteur 
IIoo : SEns — > oo — Cat on trouve un foncteur 

M{X,Y): r — > SEns 

[n] ^ Uoo{Hom{X^n],R4Y))). 

Cette construction définit un foncteur 

M(X, -):M — . oo - Cat?"-®. 

Lorsque M est une catégorie de modèles stable alors le foncteur ci-dessus M{X, — ) se 
factorise par la sous-catégorie oo — Cat®. En effet, pour Y G M, sa valeur en [n] G F est 
alors 

M(X,y)([n]) =i/om(Q(xW),iî,(y)) ~noo(Map([n] X,Y)) U^{Map{X,Y))'' , 

comme cela se voit en utilisant le fait que les sommes homotopiques finies sont aussi des 
produits homotopiques finis dans M. On trouve ainsi un foncteur bien défini 

M(X, -) : Ho{M) — > Ho{oo - Cat®). 

Appliquons cela a M = Sp^ la catégorie de modèles des spectres symétriques, et X = S 
l'unité pour structure monodïdale A sur M (voir [HSS]). On trouve ainsi un foncteur 

Ho{Sp^) — > ^ro(oo - Cat®). 

On peut vérifier que ce foncteur est pleinement fidèle lorsqu'on le restreint à la sous- 
catégorie pleine des spectres connectifs. De plus, son image essentielle consiste en toutes 
les oo-SMS A vérifiant les deux conditions suivantes: 

(a) La catégorie [^([1])] est un groupoïde. 

(b) Le foncteur F — > Ens qui à [n] associe l'ensemble des classes d'isomorphismes de 
[A([n])] est le nerf d'un groupe abélien (i.e. de la forme Nr{E) pour E un groupe 
abélien, voir notre exemple 1). 

Tout ceci découle de la relation bien connue entre F-espaces très spéciaux et spectres 
connectifs (voir |M-Ma-Sc-Sli| ). ainsi que de la relation entre ensembles simpliciaux et 
oo-groupoïdes rappelée à la fin de notre §1.1. 

Une oo-CMS A possède deux objets sous-jacents fondamentaux. Tout d'abord la oo-catégorie 
A([l]), qui est appelée la oo-catégorie sous-jacente à A. Notons que ^([1]) est naturellement 
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muni d'une structure de monoïdc commutatif dans Ho(oo — Cat). En effet, la loi de monoïde 
est induite par le diagramme suivant 



^([1])2^^([2])^A([1]), 

o\x le morphisme de gauche est si x S2, et le morphisme de droite est induit par p : [2] ^ [1] qui 
envoie 1 et 2 sur 1. Ce diagramme induit un morphisme bien défini dans Ho{oo — Cat) 

AmxAm^Am- 

On vérifie, à l'aide des valeurs de A sur [3] et de ses fonctorialités, que cette loi de monoïde est 
associative, unitaire et commutative. 

Le second objet sous-jacent à A est le foncteur [A] : T — > Cat. Ce foncteur est encore une 
oo-CMS car A [A] commute aux produits finis. Ainsi, d'après le second exemple ci-dessus [A] 
s'écrit comme Ny{A) pour une catégorie monoïdale symétrique A. Donnons une description plus 
détaillée de cette structure. Pour cela on peut clairement supposer que A = [A] (cela simplifie 
les notations). On choisit des adjoints à droite des équivalences 

c : Am — . A{[l]f a : A([3]) A([l]). 

Ces adjoints seront notés respectivement d et b, et leurs counités 

k : co d => id h : h o a ^ id. 



On définit le foncteur — ® — : ^([1]) x ^([1]) — > ^([1]) par la- composition 

^([1]) X ^([1]) ^ ^([2]) ^ ^([1]), 

on p : [2] ^ [1] est tel que p{l) = p{2) = 1. Par définition le morphisme p est S2-invariant, et d 
est l'adjoint à droite de ^([2]) — > ^([1]) x ^([1]) qui est lui aussi S2-invariant (au sens strict). 
Ainsi, d est muni d'une unique structure de foncteur S2-équivariant de sorte à ce que la counité 
k soit S2-invariantc. Ceci muni la loi ®— d'une contrainte de commutativité bien déterminée 
et ne dépendant que des choix de d et de k. Pour la contrainte d'associativité on considère le 
diagramme commutatif suivant 



3]) 



^([2]) X ^([1]) 



pxid 



cxid 

Am X Ai[i]) X Am. 



Ai 



2]) 



■^([1]) 



AmxAm 



Le morphisme q est induit par ç : [3] ^ [2] avec q{l) = 1, g(2) = ^^(3) = 2, et le morphisme 
a' est induit par [3] — > [2] qui envoie 3 sur et [3] — > [1] qui envoie 1 et 2 sur 0. Le foncteur 
(- (8> -) <8) — : ^([1])^ — > ^([1]) est par définition p o d o (p x id) o [d x id). De plus, l'adjoint 
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b définit un unique adjoint à droite 6' de a', donné par la composition 6' := 6 o (c x id), et avec 
l'unique counité l : a' o b' ^ id telle que (c x id).l = h.{c x id). De cette façon, on obtient un 
isomorphisme 

m : d o (p X id) — q o b', 

adjoint de p x id — > co q o b' = {p x id) o a' o b', lui-même induit par l'unité : — > a' o b'. 
On construit de cette façon un isomorphisme 

p o d o {p X id) o {d X id) — po qob' o {d x id) = poqobo{cx id) o {d x id) — po q o b . 
En d'autre termes, nous avons construit un isomorphisme 

{- <^ -) iSi - ^ p o q o b, 

qui ne dépend cette fois que du choix de b, d, k et h. De façon duale on construit un isomorphisme 

— iX) (- — ) — p o g o 6. 
En composant ces deux isomorphismes on trouve une contrainte d'associativité 

(- -) - ^ - ® (- -) 

uniquement déterminée par les choix de b, d, h et k. On vérifie alors que ces contraintes de 
commutativité et d'associativité munissent ^([1]) d'une structure monoïdale symétrique. Une 
unité pour cette structure est alors donnée par le choix d'un objet de ^([1]) dans l'image du 
foncteur ^([0]) ^([1])- Nous laissons les détails restant aux lecteurs (c'est à dire de vérifier 
l'axiome du pentagone et les compatibilités entre toutes les contraintes ainsi construites). Nous 
laissons aussi le soin au lecteur de montrer qu'un — oo-foncteur / : A — > B induit une struc- 
ture monoïdale symétrique sur le foncteur induit [/] : — > 

Venons-en maintenant à la structure de modèles localisée sur oo — Cat^*""®. Nous appellerons 
cette structure la structure de modèles spéciale sur oo — Cat^*""®, pour rappeler que ces objets 
locaux ne sont autre que l'analogue des F-espaces spéciaux de |Schj . 

Proposition 2.2 // existe sur oo — Cat^^~® une unique structure de modèles, appelée la struc- 
ture spéciale, vérifiant les conditions suivantes. 

1. Les cofibrations sont celles de la structure projective niveaux par niveaux de oo — Cat^''"'^. 

2. Un morphisme A — > B est une équivalence pour la structure spéciale si et seulement si 
pour toute oo- CM S C le morphisme induit 

Map{B, C) — > Map{A, C) 

est un isomorphisme dans Ho{SEns) (où les espaces de morphismes sont ici calculés pour 
la structure niveaux par niveaux). 
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Preuve: Il s'agit d'un argument standard de localisation de Bousfield à gauche. Pour cela, 
notons I = {X Y} un ensemble de cofibrations génératrices pour la catégorie de modèles 
oo — CaP'''t. Pour [n] G Y nous notons /i" : T — > Ens le foncteur coreprésenté par [n] (/i"([m]) : = 
r([n], [ïTi])). On dispose d'un morphisme dans oo — Cat^*""® 

l<i<n 

qui est induit par les n morphismes Sj : [n] — > [1]. Pour n = ce morphisme n'est autre que 
On considère alors l'ensemble de morphismes dans oo — Cat^*""® 

S:={{X^Y)al H h'^hA}, 

yi<i<n J 

pour tout n > et X — > y dans / (voir [Ho] pour la définition du □ de deux morphismes). 
La catégorie de modèles oo — Cat étant combinatoire il en est de même de oo — Cat^*""®. On 
peut donc considérer la structure de modèles localisée à gauche L^oo — Cat^*^"*^. Il nous reste à 
montrer que oo — Cat^''"® vérifie les deux conditions de la proposition. La première est claire 
par définition de la structure localisée. Quant à la seconde, il suffit de montrer que les objets S- 
locaux dans iîo(oo — Cat^*""®) ne sont autre que les oo-CMS. Or, un objet C G i/o(oo — Cat^*""®) 
est 5'-local si et seulement si pour tout f : A —f B élément de S le morphisme Map{B, C) — >■ 
Map{A, C) est une équivalence. Mais par définition des morphismes de 5* les objets S'-locaux 
sont donc les C tels que pour tout n et toute cofibration génératrice X ^ y de oo — Cat^^ le 
morphisme 

Mapoo-Catvr{Y,C{[n]))^Mapoo-Catvr{Y,C{[l]r)xlj^^^_^^^^^^^^ 

est une équivalence. Comme les cofibrations X ^ Y engendrent oo — Cat^^ ceci est bien 
équivalent au fait que pour tout n le morphisme 

C([n]) Ci[l]r 

soit une équivalence de oo-catégories. □ 



Remarquons que les objets fibrants de la structure de modèles localisée de la proposition 
précédente sont les foncteurs F — > oo — Cat qui sont d'une part des oo-CMS et d'autre part 
fibrant niveau par niveau. 

Définition 2.3 La catégorie oo — Cat^^"*^, munie de sa structure de modèles spéciale, sera 
notée oo — Catfp"*^. Pour les distinguer, les espaces de morphismes de oo — Cat^^"*^ seront 
notés MapP'^'~^ , et ceux de oo — Catfp~® seront notés Map® . 

En d'autres termes, la définition précédente nous dit 

Map®iA,B) := Maf''-®{A,RB) 
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où RB est un remplacement fibrant de B pour la structure spéciale. 



L'adjonction de Quillen id : oo— Cat^^ ^ < — > oo— Catf^ ® : id induit un foncteur pleinement 
fidèle 

Ho{oo - Catf;-®) Ho{oo - Cat^"-®) 

qui identifie le membre de gauche à la sous-catégorie pleine de Ho{oo — Cat^''"®) formée des 
oo-CMS. Nous identifierons toujours Ho{oo — Catfp"*^) à cette sous-catégorie pleine, et ce de 
façon implicite par la suite. De plus, le foncteur de remplacement fibrant R de oo — Catfp"*^ 
induit un adjoint à gauche au foncteur d'inclusion 

R : Ho{oo - CbAT'-®) Ho{oo - Cat?;"®). 

Ainsi, pour tout foncteur A : T — > oo — Cat, le morphisme d'adjonction A — > R{A), vu comme 
morphisme dans Ho{oo — Cat^*""®), exhibe R{A) comme la oo-CMS engendrée par A, au sens 
oii elle est universelle recevant un morphisme de A. Ceci permet de construire de nombreux 
exemples de oo-CMS à partir de la simple donné d'un diagramme de oo-catégories paramétré 
par r. 

Définition 2.4 La oo-catégorie des oo-CMS est L(oo — Catfp"®). Elle sera notée oo — Cat® 
(ou encore oo — Cat ^ si l'on se restreint aux oo-CMS \] -petites). 

Notons immédiatement une oo-catégorie V-petite (pour U G V) et U- 

localement présentable. Les critères d'existence d'adjoints de notre proposition 11.91 s'appliquent 
donc. De plus, on sait que oo — Cat irj possède toutes les U-limites et U-colimites. 

A titre indicatif, le foncteur d'évaluation en [1] induit un oo-foncteur 

oo - Çat® — ^ oo - Cat . 

Ce foncteur étant induit par le foncteur de Quillen à droite oo — Cat^''~® — > oo—Cat (évaluation 
en [1]), on voit que le oo-foncteur ci-dessus possède un adjoint à gauche 

Fr®(-) : oo - Çat — ^ oo - Çat® 

appelé oo-CMS libre. Explicitement ce oo-foncteur est induit en localisation par la construction 
qui prend une oo-catégorie A et qui l'envoie sur R{h^ x A), où : F — > Eus est coreprésenté 
par [1], et oii R est un foncteur de remplacement fibrant dans oo — Catfp~®. 

Localisation des catégories monoïdales symétriques: Terminons cette première partie 
en donnant un procédé relativement efficace de construction de oo-CMS. On se donne une 
catégorie monoïdale symétrique C, munie d'un ensemble de morphismes W (et contenant les 
isomorphismes). On suppose que la structure monoïdale ^ : CxC — > C envoie WxW dans W. 
On construit alors une oo-CMS LC de la façon suivante. Par le foncteur A'r : Cat® — > oo—Cat® 
la catégorie monoïdale symétrique C donne lieu à un foncteur F — > Cat, qui est de plus une 
oo-CMS. Le sous-ensemble de morphismes W en lui-même envoyé sur un sous- foncteur de A^r 
(c'est à dire pour tout [n] on a Wn en ensemble de morphismes dans A^r, fonctoriel en [n]). En 
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appliquant une version fonctorielle de la localisation (par exemple celle définie par push-out, 
voir §1.2), on trouve un nouveau foncteur 

L^C : r — >oo -Cat 

qui en [n] vaut L\y^Ny'{C). Le fait que L soit compatible aux produits finis (voir §1.2) implique 
de plus que L'^C est un cxd-CMS, qui est de plus U-petite si C l'est. Par construction on 
dispose d'un morphisme / : C — > L^C dans Ho{oo — Cat®), et il n'est pas difficile de voir 
que ce morphisme vérifie la propriété universelle suivante: pour tout A G Ho{oo — Cat®), le 
morphisme 

[L%C,A]^[C,A] 

est injectif et son image consiste en tous les — oo-foncteurs / : C — A tels que /([l]) : 
C([l]) ~ C — > ^([1]) envoie W dans les isomorphismes de [A([l])]. 

La construction (C, W) i— > L^^C fournit donc un foncteur de la catégorie homotopique 
des catégories monoïdales symétriques munies d'un ensemble de morphismes W compatible à 
la structure monoïdale, vers la catégorie homotopique des oo-CMS. Nous appliquerons cette 
construction à la situation suivante. Soit M une catégorie de modèles monoïdale symétrique. 
Soit Co C Af^ une sous-catégorie pleine d'objets cofibrants qui est de plus stable par la structure 
monoïdale ainsi que par équivalences dans M, mais qui ne contient pas forcément l'unité. Soit 
alors C la sous-catégorie pleine de M formée de Cq et de l'unité (noter que cette dernière n'est 
pas forcément cofibrante). Notons W la trace des équivalences de M sur C. Alors W C 
W et on peut donc appliquer la construction précédente (voir |Ko-To| pour des détails sur le 
traitement de l'unité). On obtient ainsi une oo-CMS L^^C. De cette façon, toute catégorie 
de modèles monoïdale symétrique M donne lieu à une oo-CMS L^^M'^. La oo-catégorie sous- 
jacente de L^M*^ est naturellement équivalente à la localisée de M'^, la sous-catégorie des objets 
cofibrants dans M. Comme le foncteur d'inclusion et le remplacement cofibrant induisent des 
isomorphismes inverses l'un de l'autre dans Ho{oo — Cat) entre LM'^ et LM, on voit que la 
oo-catégorie sous-jacente à L'^^M'^ est naturellement équivalente à LM. En d'autres termes, 
L^M*^ fournit une structure de oo-CMS sur LM. 

Définition 2.5 Pour une catégorie de moèles monoïdale symétrique M nous noterons L®M := 
Ly^M"^ G oo — Cat® (en gardant les notations précédentes). 

2.2 oo-Catégories monoïdales rigides 

Pour une oo-CMS A nous noterons [A\ le foncteur induit T — > Cat qui envoie [n] sur [yl([n])]. 
Comme nous l'avons expliqué au paragraphe précédent ce foncteur permet de construire une 
structure monoïdale symétrique sur la catégorie [A([l])]. Par abus de notation cette catégorie 
monoïdale symétrique sera notée [A\ . Nous utiliserons en particulier les contraintes d'associativité, 
de commutativité et d'unité pour [^], et souvent de façon implicite. Notons aussi que le foncteur 
® possède un relèvement naturel en un oo-foncteur 

- ^ - : Am X Am ^ A{[1]\ 
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défini comme le composé 

^([l])x^([l])^^([2])— ^([1]), 

avec d un adjoint à droite de l'équivalence ^([2]) — > A([l\)'^. Par la suite nous utiliserons à 
plusieurs reprises le oo-foncteur défini sur 

Proposition 2.6 Soit A une oo-catégorie monoïdale symétrique et x & A un objet de A([l\). 

Les conditions suivantes sont équivalentes. 

1. Il existe un objet y G ^([1]), et un morphisme t : a; y ^ 1 dans [A{[1\)], tel que pour 
tout objet z,z' G ^([1]) le morphisme 

A{[l]){z, y (g) z') ^([l])(a; 0z,x0{y0 z')) A{[l]){x (2> z, (x (g) y) (g) z') A{[l]){x (g) z, z') 
soit un isomorphisme dans Ho{SEns). 

2. Il existe un objet y G ^([1]), et un morphisme t : x ® y ^ \ dans [^([1])], tel que pour 
tout objet z,z' G ^([1]) l'application 

[z, y (g) z'] [x ® z,x ® {y ® z')] > [x ® z,{x ® y) ® z'] ^ [x (g) z, z'] 

soit une bijection. 

3. Il existe un objet y G ^([1]), et deux morphismes t : x®y ^ 1, et u : 1 — > y®x, tels que 
les morphismes composés suivants 

y 5- [y i^x) ®y >■ y ®{x®y) ^ y x s» x ® [y ® x) >■ (x (g) y) (g) x x 

soient des identités dans [^([1])]. 

4- Il existe un objet y G ^([1]), et un morphisme u : 1 — > y (g x dans [A{\1\)\, tel que pour 
tout objet z, z' G ^([1]) le morphisme 

A{[l]){x ® z, z') A{[l]){y ®{x®z),y® z') A{[l]){{y x) y (g) z') A{[l]){z, y z') 
soit un isomorphisme dans Ho{SEns). 
5. L 'objet X est rigide dans la catégorie monoïdale symétrique [A\ . 

Preuve: (1) (2) est clair, il suffit de prendre les vro des ensembles simpliciaux de mor- 
phismes dans ^([1]). Pour voir que (2) implique (3) on applique la bijection [z, y®z'\ ~ [x®z., z'] 
de l'énoncé au cas z = 1 et z' = x. L'identité dans [x, x] induit alors un élément -u G [1, y (gx]. Il 
est facile de voir par construction que u vérifie les conditions de (3). Pour voir que (3) implique 
(4) on construit un morphisme en sens inverse en considérant le morphisme composé 

A{[l]){z, y z') ^ A{[l]){x ®z,x®y®z') A{[l\){x ® z, z'). 
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Les conditions sur u et t impliquent que ces deux morphismes sont inverses l'un de l'autre dans 
Ho{SEns). Un argument symétrique à celui que l'on vient de donner pour (1) =^ (4) montre 
aussi que (1) (4). Enfin, (5) est par définition une réécriture de la condition (3). □ 

Définition 2.7 Soit A une oo- CMS. Un objet x € ^([1]) est rigide, ou encore dualisable, s'il 
vérifie les conditions équivalentes de la proposition \2.6l 

Les objets rigides possèdent les propriétés formelles suivantes. 

Proposition 2.8 Soit A une oo-CMS. 

1. Les objets rigides sont stables par isomorphismes dans [^([1])]. 

2. L'unité 1 est un objet rigide. 

3. Tout objet inversible pour la structure monoïdale est un objet rigide. 
4- Les objets rigides sont stables par la structure monoïdale 0- 

5. Si f : A — > B est un ® — oo-foncteur, alors l'image par f d'un objet rigide est rigide. 

6. Pour un objet rigide fixé x de A, les données de y, t et u comme dans la proposition \2.6\ 
(3) sont uniques à isomorphisme unique près dans [A] . 

Preuve: Pour voir ces propriétés on utilise le point (5) de la proposition 12.61 La proposi- 
tion 12.81 sont alors des faits bien connus pour les objets rigides dans une catégorie monoïdale 
symétrique. □ 

Comme il en est l'usage, pour un objet x rigide fixé dans une oo-CMS A, nous noterons 
:= y un objet dual comme dans la proposition 12.61 Lorsque nous utiliserons il est sous- 
entendu que les unités et counités t et u satisfaisant 12.61 (3) ont aussi été fixées. En d'autres 
termes, l'expression soit x^ un dual de x sera synonyme de soit (y, n, t) un triplet comme dans 
la proposition \2.6\ (3). 

D'après la proposition 12.81 les objets rigides dans une oo-CMS A forment à leur tour une 
sous-oo-SMC A^*^ C A. La définition précise de est la suivante: pour [n] G T, A"^([n]) est 
la sous-oo-catégorie pleine de ^([ra]) formée des objets dont toutes les images dans ^([1]) par 
les morphismes Si : [n] — > [1] sont des objets rigides. Ceci définit un sous-foncteur A^^^ de A qui 
est encore une oo-CMS. De plus, cette construction est fonctorielle pour les (g) — oo-foncteurs et 
définit donc un endofoncteur A A"^ de la catégorie oo — Cat®. Cet endofoncteur est muni 
d'une transformation naturelle vers l'identité. De plus, le morphisme naturel (A^*?)*"*? A"^ 
est l'identité. 

Définition 2.9 L Une oo-CMS est rigide si tous ses objets sont rigides. 
2. La sous- catégorie pleine des oo-CMS rigides sera notée oo — Cat^ . 
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3. La sous-oo-catégorie pleine de cxd — Cat formée des oo-CMS rigides sera notée oo — Cat ^-g. 

Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant. Il sera fondamental dans l'étude et la 
construction de morphismes de traces du paragraphe suivant. 

Théorème 2.10 Le oo-foncteur 

oo - Cat ^ oo - Çat® 

qui à A associe A^'^^ possède un adjoint à gauche. 

Preuve: Fixons nous l'univers ambiant U, et considérons le oo-foncteur 

i-Y's , oo - Çatg oo - Cat g. 

Comme sçmsjj ~ L(oo— Cat^^^®), (— )"s est un oo-foncteur entre deux oo-catégorie U-localement 
présentables. Nous pouvons donc appliquer le critère de la proposition 11.91 Pour démontrer le 
théorème il nous suffit donc de montrer que le oo-foncteur A i— > ^4^*^ commute aux U-limites. 
Pour cela il suffit de montrer indépendamment qu'il commute aux produits (éventuellement in- 
finis) et aux produits fibrés. De manière équivalente, il faut montrer que le foncteur A i— > A"^ , 
commute aux produits et aux produits fibrés homotopiques dans oo — Cat®. 

Pour voir que A i— A"^ commute aux produits il suffit de vérifier que pour une famille de 
oo-CMS {^a}, un objet (xq.) G Ha est rigide si et seulement si Xa £ Aa est rigide pour tout 
a, et la proposition 12.61 (3) montre que tel est le cas. Il nous reste donc à montrer que A — > yl"^ 

commute aux produits fibrés homotopiques dans oo — Cat®. Soit donc A ^C^ B un 

diagramme dans oo — Cat®, et supposons que A ^ C soit une fibration dans oo — Cat^''^® (c'est 
à dire une fibration niveau par niveau). Notons D := A Xc B le produit fibré dans oo — Cat® 
du diagramme ci-dessus. On commence par remarquer que le morphisme induit A"^ — > C"^ 
est encore une fibration, ce qui se déduit aisément du fait que pour tout [n] la sous-oo-ctaégorie 
pleine 74([n])^*^ C ^(M) soit stable par équivalences dans j4([n]). Il nous faut donc montrer que 
le morphisme induit 

Drig ^^r^g ^^^^^ ^rig 

est une équivalence. Comme il s'agit d'un morphisme de oo-CMS il suffit de montrer que le 
oo-foncteur de oo-catégories 

<P:Dm"^^A{[l]r^Xc^^,]y--.B{[l]r^ 

est une équivalence. Or, le morphisme (j) est un oo-foncteur pleinement fidèle, comme cela se 
voit en considérant le diagramme commutatif suivant 

D([l]Yw . A([l])"3 xt,([i])... B{[l]r9 




Z)([l])=^([l])xc([i])i?([l]). 



43 



Il nous reste donc à montrer que (j) 6st essentiellement surjectif. Pour cela on considère le 
diagramme commutatif suivant de catégories monoïdales symétriques 



[A"9 y.cr.g B"9] 



D'après la proposition 12.61 (5) ce diagramme est équivalent au diagramme 

PJrig ^ ^jivig ^^^^^ ^ris] 




ng 



Hg [B] 



On remarque alors que le foncteur [A"9 x^rig B"9^^ — > [A\"9 Xyfjyis [B]"9 induit une bijection 
sur les ensembles de classes d'isomorphismes d'objets. Ainsi, il nous suffit de montrer que le 
foncteur induit 

est essentiellement surjectif. Ce foncteur se factorise par le foncteur naturel 



rig 



[AxcBr = [Dr ^{[A]x^c] [B]) 
On voit donc qu'il nous reste à montrer que le foncteur 

est essentiellement surjectif. En d'autres termes on s'est ramenés au cas oir A, B et C sont des 
catégories monoïdales symétriques. Dans ce cas notons p : A — > C et q : B — > C les deux 
projections. Pour deux objets x G A et y G S, possédant la même image, z £ C, choisissons des 
duaux x^, y^, et des unités 



u : 1 



X 



V : 1 



y ®y. 



L'unicité des duaux implique l'existence d'un unique isomorphisme a : p(x^) ~ q{y^)-, dans C, 
compatible avec p{u) et q{v). Comme A — > C est une fibration on peut trouver un isomorphisme 
/3 : x^ ~ x' dans A avec p{0) = a. Dans ce cas, x', muni de l'unité composée 



u' : 1- 



x^ X ■ 



■ X ix" X, 



est un dual de x dans A. Comme on a p(x') = qiy"^), les objets x' et se recollent en un objet 
(x',y^) € C. On vérifie facilement que cet objet, et le morphisme 



(n', v) : (1, 1) — > (x' (g) X, y^, (g)y) = (x', y"^) (g) (x, y), 
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est un dual de (x, y) € C. Ceci montre que (x, y) G C"^ est un antécédent de (x, y) G 
x^rig i?*"*^, et termine donc la preuve du théorème. □ 



L'adjoint à gauche du foncteur A A^^^ sera noté A ^ Fr"^{A). La oo-CMS Fr"3(^A) est 
la oo-CMS rigide engendrée A. On dispose d'un morphisme bien défini dans Ho{oo — Cat®) 

A — > (Fr"»(A))"» 

qui est tel que pour toute oo-CMS B le morphisme induit 

Map®(Fr"»(A),5) Map®{Fr''^^{Ay^\B''^3) Map®{A,B''^3) 

doit un isomorphisme dans Ho{SEns). 

Lemme 2.11 Pour toute oo-CMS A, la oo-CMS Fr"'^ (A) est rigide. 

Preuve: La propriété universelle du morphisme A — > p^rig^j^yig p^ppelée ci-dessus im- 
plique en particulier le fait suivant: pour toute oo-CMS B^ et f : A — > B un morphisme dans 
H 0(00 — Cat®), le morphisme / se factorise par B"^ C -B si et seulement si / se factorise, dans 
iïo(oo - Cat®), par le morphisme A Fr"3(A)"9 c Fr"3{A) 



Fr'-'9(A) 




Lorsque cette factorisation existe elle est alors unique, car le morphisme induit 

[Fr"^(A),5] ~ [^,5"^] C [A,B] 

est injectif. Applique a B = Fr"^ {A)"^ et au morphisme d'adjonction A Ff'^^a (^^yw on 
trouve l'existence d'un diagramme commutatif 



Fr"9[A) 



Fr"9{A)"9 



A 



Le diagramme commutatif 



Fr"S(A)^^Fr"9(A) 




et l'unicité de la factorisation pour B = Fr"9{A) implique que i o r = id. Ceci montre que 
l'inclucion Fr"^ (Ay^^ C Fr"9{A) possède une section et est donc une équivalence. Ceci montre 
que Fr"9{A) est rigide. □ 
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Le lemme précédent et la propriété universelle implique donc que le oo-foncteur 

Fr"3 : oo - Çat® ^ oo - Çat® 

se factorise par la sous-oo-catégorie des oo-CMS rigides, et fournit alors un adjoint à gauche du 
oo-foncteur d'inclusion cxd — Cat 2„ ^ oo — Çat®. 

Corollaire 2.12 La sous-oo-catégorie oo— Çat^j^ C oo— Çat® est stable par limites et colimites. 

Preuve: En effet le oo-foncteur d'inclusion oo — Çat®^ C oo — Cat *^ possède un adjoint à 
gauche Fr^^^ . Il possède de plus un adjoint à droite (— )"^. □ 



Corollaire 2.13 La oo-catégorie oo — Çat®- ïït est presque \] -localement présentable. 

Preuve: En effet le oo-foncteur d'inclusion oo — Cat^ ^ ^ oo — Cat^ possède un adjoint à 
gauche et oo — Çat® est une elle même U-localement présentable. □ 

Nous allons maintenant voir que oo — Çat®^ ^ ^st en réalité une oo-catégorie U-localement 
présentable. Pour cela, notons F := Fr'^{*) la oo-catégorie libre engendrée par un générateur. 
On considère alors le morphisme 

u:¥ — > Fr"^(F). 

La catégorie de modèles spéciale oo — Cat^^"® étant U-combinatoire, nous pouvons la localiser 
à gauche le long du seul morphisme u. Cette localisation sera notée 

- C<;g := L^oo - Catf-«. 

Proposition 2.14 II existe un isomorphisme dans Ho{oo — Cat) 

oo-ÇatS,=^^oo-Cat^;;g). 

Preuve: A la vue des définitions des oo-catégorics en jeu il suffit de montrer que les oo-CMS 
A qui sont «-locales sont exactement les oo-catégories rigides. Or, une telle A est ïx-locale si et 
seulement si le morphisme 

Map®{Fr"^{¥),A) — >Map®i¥,A) 

est un isomorphisme dans Ho(SEns). Par adjonction ce morphisme est lui-même isomorphe au 
morphisme 

Mapoo-Cat{*,A"9 ([!])) Map^-Cat{*,A{[l])). 

Ceci implique en particulier que l'inclusion [*, A"^([l])] ^ [*,^([1])] est bijective, oîi encore 
que [A"^ ([!])] ^ [A([l])] est essentiellement surjectif. En d'autres termes A est rigide si et 
seulement si elle est -u-locale. □ 



Corollaire 2.15 La oo-catégorie oo — Cat ^ ^ est V-localement présentable. 



46 



2.3 Traces et traces cyliques 

Soit A une oo-CMS et x un objet rigide de A. Notons un dual de x dans A, muni de 
morphismes dans [A] 

u : 1 — > X x"^ t : x^ ® X — s- 1, 

vérifiant les identités triangulaires de la proposition 12.61 (3). On dispose alors d'un morphisme 
dans Ho{SEns) 

A{[l]){x, x) ^ A([l])(l, ® x) ^ A([l])(l, 1). 

Ce morphisme est bien défini dans Ho{SEns), et ne dépend pas des choix de x^, w et i (car un 
tel choix est unique à isomorphisme unique près dans [A]). 

Définition 2.16 Pour x un objet rigide dans une oo-CMS A le morphisme défini ci-dessus est 
le morphisme trace en x. // sera noté 

Tr^: Am{x,x) ^ A{mi,l). 

Il est facile de voir que l'image du dual x^ d'un objet x par un (8) — oo-foncteur / est un dual 
de /(x). Cela implique en particulier que pour tout ® — cxo-foncteur / : A — > B, et tout objet 
X de ^([1]) le diagramme suivant 

Am{x,x)-^^A{mi,i) 
f f 

i3([l])(/(x),/(x))— i?([l])(l,l) 

commute dans Ho(SEns). 

Dans le reste de ce paragraphe nous nous attacherons à montrer comment les morphismes 
traces de la définition ci-dessus peuvent être rendus fonctoriels en x et en A. Nous allons com- 
mencer par montrer qu'il existe une unique façon de construire de tels morphismes, fonctoriel en 
X et j4 à la fois. Cependant, notre première approche montrera que cette unicité est elle-même 
déterminée à des isomorphismes non-uniques près. En d'autres termes nous montrerons que 
l'espace des traces est connexe sans pour autant montrer qu'il est contractile. Pour montrer que 
cet espace est effectivement contractile nous aurons besoin d'une conséquence d'un théorème de 
Hopkins-Lurie concernant les oo-catégories de bordismes orientés. La contactibilité de l'espace 
des traces sera alors utilisée pour construire des traces cycliques, construction fondamentale dans 
le caractère de Chern que nous présenterons dans la prochaine section. 



Nous définissons deux oo-foncteurs 



oo-Cat,%^T. 
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Le premier envoie une oo-CMS rigide A sur Map{S^,I{A{[l])), où I est le foncteur espace 
sous-jacent décrit dans §1.1. Le second envoie une oo-CMS rigide A sur l'ensemble simplicial 
A([l])(l, 1) des endomorphismes de l'unité. Comme l'unité 1 n'est pas bien défini dans ^([1]) 
il nous faut préciser cette construction. Pour cela on identifiera, à équivalences naturelles près, 
A([l])(l, 1) avec le produit fibré homotopique 

Map^_Cat{A\A{m xLp^_^^^(om,A([i])) Map^,cat{0Y[l,A{[0])), 

où 0]Jl C est l'inclusion des deux objets de la catégorie A^. En prenant des modèles 
fonctoriels des Mapao^cat et du produit fibré homotopique on construit ainsi un oo-foncteur 
oo — Çat® — > T, que nous noterons symboliquement A ^ ^([1])(1, 1). 
On dispose ainsi de deux oo-foncteurs 

oo-Çatf,,^T, 

notés respectivement 

A^C1{A) A^EndA{l)- 

Notons que CZ{A) s'identifie à l'espace des objets de ^([1]) munis d' autoéquivalences. En 
particulier, on dispose pour tout x € ^([1]) d'un morphisme bien défini dans Ho{SEns) 

A{mx,xr^ci{A) 

de l'espace des autoéquivalences de x dans CZ{A). 

Proposition 2.17 // existe une transformation naturelle 

Tr: Cl — > End-{1) 

telle que pour tout A G oo — Catrig et tout objet x € ^([1]), le morphisme induit 

A{[l]){x,xr ^EndAil) 

sur l'espace des auto équivalences de x soit égal, dans Ho{SEns), au morphisme Tr^ défini dans 
la définition \2.1(A De plus, un tel morphisme Tr est unique dans la catégorie [R Hom foo — 
Çat,%,T)]. 

Preuve: Pour X € SEns on pose 

B(X) := Fr"3{Fr®{U^{X))) € oo - Catf,^, 

la oo-CMS rigide libre sur le oo-groupoïde fondamental de X. Par définition, la oo-CMS rigide 
IB(S'^) coreprésente le oo-foncteur C2. Ainsi, le lemme de Yoneda implique qu'il existe un 
isomorphisme dans Ho{SEns) 

Map{CI,End^{l)) ~ End^s^){l). 

Le morphisme d'adjonction — > CT{M{S^)) défini un oo- foncteur BZ — > 18(5^ )([!]), et donc 
un couple (x,n), oii x est un objet de B(5'"'^)([l]) et n : x ~ x est un autoéquivalence de x. 
Notons Z := Trx{u) € Sn(ijB(5i)(l). On vérifie alors que la transformation naturelle définie par 
Z (à travers l'équivalence rappelée ci-dessus) satisfait aux conditions de la proposition. □ 
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Théorème 2.18 Notons Tr E Map{£.I, End^{l)) un morphisme comme dans la proposition 
TlTl Alors 

■Ki{Map{CI, End-{l)),Tr) = V i > 0. 



Preuve: Comme dans la preuve de la proposition 12.171 on a 

Map{Cl,End^{l)) ~ End^i^s^){l) . 

Il s'agit donc de montrer que 

'ni{End^^s^){l),Z) = 0, 

oii Z est défini par Tr^iu) comme dans la preuve de la proposition 12.171 Ceci est alors 
une conséquence du théorème de Hopkins-Lurie sur la propriété universelle des oo-catégories 
monoïdales symétriques de bordismes (voir |Lu2] ). Nous ne reproduirons pas ces énoncés ici, 
signalons juste comment la propriété universelle de la oo-catégorie Bordf', des 1-bordismes 
orientés au-dessus d'un espace X, implique notre résultat. 

Le théorème |Lu2l 2.4.18] nous dit que la oo-catégorie ]B(X)([1]) est naturellement équivalente 
à la oo-catégorie Bord;^, des 1-bordismes orientés au-dessus de X {où l'on prend le fibré trivial 
de rang 1 sur X). L'unité 1 de B(X)([1]) correspond à travers cette équivalence au bordisme vide 
— >• X. De plus, l'espace des endomorphismes de cet objet Map{%, 0) s'identifie naturellement à 
l'espace classifiant des variétés compactes, orientées de dimension 1, munis de morphismes vers 
X. En d'autres termes on dispose d'une projection 

vr : Mapim U(^(^- ^ (^')")' 

n>0 

OÙ BÇEn x (5'^)") est l'espace classifiant des variétés orientées isomorphes à {l,...,n} x S^, 
une réunion disjointe de n copies de (pou n = cet espace est un point). De plus, la fibre 
homotopique de vr en un point correspondant à un entier n > 1, est naturellement équivalente 
à l'espace des morphismes Map{{l, . . . ,n} x S^,X), et l'action induit de S„ x (S*^)" est celle 
induite par l'action naturelle sur {1, . . . , n} x S^. 

La catégorie monoïdale [Bord^] ~ [B(X)] se décrit comme suit. Ses objets sont des variétés 
compactes orientés de dimension et munies d'applications continues vers \X\ (où l'on note ici 
\X\ la réalisation géométrique de X). Il s'agit en d'autres termes d'une suite finie non ordonnée 
M = (xf, . . . , xj), éventuellement vide, de points de X décorés d'un signe + ou — . L'ensemble 
des morphismes entre deux tels objets M et M', est l'ensembles des classes de difî'éomorphismes 
orientés de variétés compactes orientées B de dimension 1, munies d'applications continues 
B — > \X\ ainsi que d'identification dB — > \X\ avec le morphisme M]JM — > \X\ (où M 
est la variété M munie de son orientation opposée). La structure monoïdale sur [Bord^] est 
induite naturellement par la somme disjointe des variétés orientées. Dans le cas où X = = 
BZ, le morphisme d'adjonction i?Z — > M{S^) classifie un objet x € [Bordf ] muni d'un 
automorphisme u. Cet objet est le point de base x G 5^ (disons l'unité de la structure de groupe 
sur S^), positivement orienté, et u est l'automorphisme correspondant au morphisme 

u : [0,1] — > \S^\ = \BZ\ 
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qui est un représentant du générateur de tti{\B7j\,x) ~ Z (où [0, 1] est muni de son orientation 
positive usuelle). Pour calculer la trace de cette automorphisme ti : x"^ ~ x"^, on commence par 
décrire le morphisme induit 

V : JJ^ x~ — > 

par la bijection 

Le morphisme v est quand à lui toujours représenté par le morphisme u : [0, 1] — > {S'^l, mais 
maintenant considéré comme un morphisme de ]J x~ vers 0. En précomposant v par le 
morphisme — > ]J x~, correspondant maintenant à l'identité de x"*", on trouve le morphisme 

Z := Tr^+{u) : — ^ 0. 

Ce morphisme correspond à l'application continue 

[0,l]/0 = l^|Si| 

induite par u. 

Notons maintenant Mapzi^,^) 1^ composante connexe de Map{^,^), pour G Bordf , 
contenant Z. On a Mapz{9,^) C Mapi(0,0), oii Mapi(0,0) est la réunion des composantes 
connexes de Map{^, 0) formée des variétés B ^ X, avec B isomorphe à un cercle. On dispose 
d'une suite exacte de fibration 

Map{S^, S^) — > Mapi{%, 0) — > BSO{2), 

qui montre que 7ro{Map{S^ , S^)) — > 7ro(-Mapi(0, 0)) est bijectif. En particulier, la composante 
connexe contenant Z correspond à la composante connexe contenant l'identité de S^. Ceci 
implique que l'on dispose d'une suite exacte de fibration 

Mapid{S^,S^) — > Mapz{%,%) — > BSO{2) ~ BS^. 

Plus précisément, Mapz{^,$) est équivalent au quotient homotopique de Mapid{S^ , S^) par 
l'action naturelle de S^. Comme Mapi^^S^ , S^) est équivalent à S^, en tant qu'ensemble sim- 
plicial S^-équivariant, on trouve finalement que Mapz{%,%) est contractile. Ceci implique bien 
que 

7r,(^ndB(^)(l),Z) =0 Vi>0, 
et termine donc la preuve du théorème. □ 

La conséquence du théorème 12.181 que nous retiendrons par la suite est la suivante. Afin de 
l'énoncer, nous noterons S"^ — T la oo-catégorie des ensembles simpliciaux S ^-équi variant. Elle 
peut-être définie par exemple par la formule suivante 

^1 -T :=MHom(S5\T), 

oii BS^ désigne ici le oo-groupoïde avec un unique objet ayant comme groupe simplicial 
d'endomorphismes. On a une équivalence 

5^ - T ~ Int{SEns^') ~ L{SEns^') ~ MHom(55\T), 
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où SEns^^ est la catégorie de modèles des ensembles simpliciaux munis d'une action du groupe 
simplicial = BZ, et BS^ est la oo-catégorie avec un unique objet et comme groupe 
simplicial d'endomorphismes. 

On construit alors deux oo-foncteurs C2 et End-{1). Le oo-foncteur End-{1) est simplement 
le composé 

_, fo. End-(l) p 

oo - Çatrig ^ T ^ 51 - T , 

où c est le oo-foncteur action triviale. Le second oo-foncteur CI est le composé 

00 - Catgg 00 - Cat T — ^ S^-T. 

où C envoie un ensemble simplicial X sur son espace de lacets Map{S^ , X), muni de l'action 
induite par S^. Ces deux oo-foncteurs, sont des relèvements de End-{1) et CT en des foncteurs 
à valeurs dans — T. On dispose en particulier d'un morphisme d'oubli de l'action de 

Map{CI,Ê^d-{l)) — > MapiCI,End.il)), 

dont la fibre homotopique en le morphisme Tr de la proposition 12.171 sera notée 

MapTr{^,É^d-{l)). 

Corollaire 2.19 On a 

MapTr(LI,End^{l)) ~ *. 

Preuve: En effet, opère naturellement sur l'ensemble simplicial Map[C2, End^(l)), car 
il opère sur les oo-foncteurs £.2 et End-{1). De plus, le morphisme d'oubli 

Map{CI,Ê^d-{l)) — > MapiCI,End-{l)), 

est alors isomorphe dans Ho{SEns) au morphisme naturel 

Map{Cl,End-{l)f^^ — > Map{Cl,End_{l)), 

où Map{CZ, End-{1))^^^ désigne les points fixes homotopiques de S^. Ainsi, MapTr{J~-Z, End-{1)) 
s'identifie à la fibre homotopique du morphisme 

MapTriCI,End-{l)f^' — > MaprACI, End^{l)), 

où MapTr désigne la composante connexe contenant le morphisme Tr de la proposition I2.17[ 
Mais le théorème 12. 181 implique que Mapz{d, End-{1)) est discret, et donc que le morphisme 

Mapz{CT,End-{l)f^^ — > Mapz{CZ,End^{l)) 

est automatiquement une équivalence. Ceci montre la contractibilité de MapTr{LI , End^{l)). 
□ 
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Définition 2.20 Une transformation naturelle 



LI — > End^{l) 

dans MHom(oo — Çat®^, — T), qui relève la trace Tr de la proposition \2. ITl sera appelée une 
trace cylique. Elle sera notée Tr^ . 

Notons que le corollaire 12.191 implique que l'espace des traces cyliques est contractile, et 
donc que la trace cylique est unique (à isomorphismes unique près, y compris supérieurs). Nous 
parlerons donc de la trace cylique. 



Terminons par la propriété de multiplicativité de la trace et de la trace cylique. Pour cela 
nous allons commencer par construire un oo-foncteur 

M:oo- CM® — > R Hom fr. oo - Cat^). 

On commence par construire un foncteur au niveau des catégories de modèles 

oo - CatP'-^ ^ (oo - Cat^"-®)^, 

qui envoie un objet A sur le foncteur 

M{A):T^oo- Cat?"-® 

défini par 

M{A){[n]): T — > oo-Cat^"- 
[m] ^ A{[nm]). 

Notons que l'on utilise ici le fait que T soit naturellement munie d'une structure de catégorie 
monoïdale symétrique dont la loi monoïdale est défini par [n] (8> [m] = [nm]. Les cohérences 
d'associativité et d'unité sont alors des identités. Les cohérences de commutativité sont elles 
induites par l'automorphisme an,m '■ [nm] ~ [nm] qui est un "shuffle" de type (n,m). On vérifie 
alors que si A est une oo-CMS il en est de même de ^([n]) pour tout [n] G T. On a ainsi 
construit un foncteur 

oo - Cat® ^ (oo - Cat^ f 
qui par localisation induit un oo-foncteur 

7W : oo - Cat ^ — > MHom(r, oo - Çat®)- 

En composant ce foncteur avec CI et End^{\) en trouve deux oo-foncteurs 

CIoM,É^d^{l)oM : oo - Cat^ — > M Hom fL, S'^ - T). 

Comme CI et End^{l) commutent avec les produits finis il est facile de voir que ces les 
deux foncteurs CI o M et End-{\) o Al se factorisent à travers la sous-oo-catégorie pleine 
de MHom(r, 5^ — T) formée des oo-foncteurs F vérifiant que pour tout n le morphisme 

F([n]) F{[l]r 
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est une équivalence dans S —T. En d'autres termes, ces deux oo-foncteurs sont à valeurs dans la 
oo-catégorie des monoïdes commutatifs -équivariants dans T. Il suffit alors de précomposer la 
transformation naturelle Tr^ avec le oo-foncteur Ai pour trouver une transformation naturelle 

rr|' -.CIoM^ Ê^d^{l)oM. 

On note qu'évaluée en [1] E T cette transformation naturelle n'est autre que Tr^^ . Ceci implique 
évaluée en [n] la transformation naturelle Tr£ est équivalente à 

{Tr^'Y -.CT ^É^d-{1). 

Comme nous avons déjà vu que MapTri^I, End-{1)) est contractile on peut vérifier (nous ne 
le ferons pas) que cela implique que Tr£ est l'unique extension de Tr^ en une transformation 
naturelle entre CI o A4 et End-{1) o M. 

Définition 2.21 La trace cyclique multiplicative est la transformation naturelle 

Tr^ -.CIoM — > £W_(1) o M 

définie ci-dessus. 

3 oo-Topos monoïdelés et catannelés 

Le but de cette section est de construire le caractère de Chern à proprement parlé. Pour 
cela nous commecerons par décrire la notion de oo-topos catannelé, qui sont aux cx)-catégories 
monoïdales symétriques ce que sont les topos annelés aux anneaux. En d'autres termes, un 
cx3-topos catannelé est la donné d'un couple {T,A), formé d'un oo-topos T et d'un champ en 
oo-catégories monoïdales symétriques A sur T. Un tel couple sera dit rigide si les valeurs de A 
sont rigides. Nous définissons pour tout oo-topos catannelé (T, A) une notion d'homologie de 
Hochschild et d'homologie cyclique relativement à A. Lorsque (T, A) est rigide nous construisons 
alors quatres transformations naturelles: une pré-trace, une trace, un pré-caractère de Chern et 
un caractère de Chern. Les deux morphismes de traces sont construits en utilisant l'existence de 
traces prédit par la proposition 12.171 et sont à valeurs dans l'homologie de Hochschild: il s'agit 
d'une version extrêmement générale du morphisme Trace de Dennis utilisé en K-théorie. Les 
deux morphismes de caractère de Chern sont construits à l'aide de l'existence de traces cycliques 
de 12.201 et sont à valeurs dans l'homologie cyclique: il s'agit de généralisation du caractère de 
Chern à valeurs dans l'homologie cyclique négative utilisé en K-théorie. 

3.1 La oo-catégorie des oo-Topos structurés 

Soit A E oo — Cat une oo-catégorie fibrante. Nous allons commencer par définir la oo-catégorie 
oo — Çat//A des oo-catégories fibrantes au-dessus de A. Pour cela notons Hom ^ les Hom 
simpliciaux de la catégorie de modèles oo — Caf^^ (voir |Hi-Si] 1 . et A" la catégorie classifiant les 
chaînes de n morphismes composables. Rappelons que la structure simpliciale sur oo — Cat^"^ 
n'est pas donnée par n i-^' A", mais pas sa complétion en groupoïdes n i— > A . Ainsi, pour deux 
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prc-catcgories de Segal A et B, l'ensemble des n-simplexes de Hom (A, B) est l'ensemble des 
morphismes 

A" X A — >B. 

On a ainsi 

RHorrâiA B) ~ I(R Hom (A, B)). 

Les objets de oo — Çat/ sont par définition les morphismes de oo-catégories fibrantes 
/ : B — > A. Pour / : B — > A et g : C — > A deux tels objets on définit 

Mapoo-Çat/M(/,5) := Hom^jB x A\C) XHomA^^ c)xHom^{A,c) Hom^{B,C), 
où d'une part le morphisme 

Hom ^iB X A\ C) — > Hom ^(A, C) x Hom ^jA, C) 
est induit par la restriction à 0]J 1 C A^, et d'autre part le morphisme 

Hom^{B, C) — ^ Hom ^U. C) x Hom ^U, C) 

est le composé 

Hom ^(B, C) Hom ^iA, C) ~ {/} x Hom ^jA^C) ^ Hom ^iA.C) x Hom ^{A,C). 

Plus généralement, si {fi : Bi — > A}2<i<n est une famille finie d'objets de oo — Çat/^, on 
définit (oo — Çat//^)(/i, . . . , /„) comme étant le produit fibré suivant 

Hom ^iB X A", C) Ham^(B,cr+^ ( Hom ^(B,, B2) x Hom^{B2, B3) x ■ ■ ■ x Hom ^(B„_u B„)). 

Les ensembles simpliciaux (00 — Çat//yi)(/i) • • • ' /«) s'orgniscnt alors naturellement en une 00- 
catégorie que nous noterons 00 — Çaty/^. Il faut garder à l'esprit que les morphismes entre 
/ : B — > A et g : C — > A dans 00 — Cat //4 sont des paires {u, h), où u : B — > C est un 
00-foncteur et h est une transformation naturelle de g o u dans /. La 00-catcgorie 00 — Cat / ^4 
n'est donc pas la 00-catcg au sens usuel. Cette dernière s'identifie en 

réalité à la sous-oo-catégorie (non pleine) de 00 — Cat / formée des morphismes {u, h) comme 
ci-dessus avec h une équivalence. 

Définition 3.1 Soit A une 00-catégorie fibrante possédant des V-limites. La 00-catégorie des 
U — 00-topos ^-pré-structurés (resp. ^-structurés j est la sous-oo-catégorie (non pleine) de 
00 — Catii^ dont 

1. les objets sont les f : — > A avec T un U — 00-topos et f un 00-morphisme (resp. 
00-morphisme qui commute aux V-limites), 

2. les morphismes sont ceux induisant des 00-foncteurs géométriques sur les U — 00-topos 
sous-jacents. 
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Cette co-catégorie sera notée oo — To^Y^ (resp. cxd — Top^^j f'oit oo — Topy^ (resp. cxd — Top^^J 
lorsque l'univers U est sous-entendu). 

Revenons sur la définition des espaces de morphismes dans oo — Top , .. Il s'agit, pour deux 

/A 

cx)-topos A-structurés / : A et g : ^ A de considérer la projection naturelle 

Map^_Cat//A{f,9) ' Mapoo-Cat{T°'^,T2^) ^ Mapoo-Cat{Tl,T2). 

Par définition l'ensemble simplicial Mapoo-Top (/, g) est le produit fibré 

/A 

Map^_Cat//A{f, g) ^ Mapoo-.Cat{Tl,T2) 



Mapo^^ropjf,g) ^Map'^^catiTi^T^) 

où Map^'^^j(Ti, T2) désigne la réunion des composantes connexes correspondantes aux mor- 
phismes géométriques. Ainsi, Mapoo-Top^^if, g) ^st aussi une réunion de composante connexe 

dans Map^_cat//A{f,g)- 

Il existe un cxD-foncteur d'oubli 

00 — Top , . — > 00 — Top 

/A 

qui à un objet / : T°p — > A associe le 00-topos T. La fibre homotopique de ce œ-foncteur 
d'oubli, pris en un 00-topos fixé T, est naturellement équivalente à la cxo-catégorie Ch{T, A), des 
champs sur T à valeurs dans A (voir définition ll.lip . 

Nous allons maintenant spécifier deux 00-catégories A et obtenir ainsi deux notions de 00- 
topos structurés qui seront pour nous fondamentaux. 

Nous avons déjà défini la 00-catégorie 00 — Cat *^ des 00-catégories monoïdales symétriques, 
ainsi que la sous-oo-catégorie pleine 00 — Çat®^ C 00 — Çat® des 00-CMS rigides. Si on fixe un 
univers U et que l'on se restreint aux 00-CMS U-petites, alors 00 — Çat^^ et 00 — Cat *^ sont 
toutes deux U-localement présentables, et en particulier possède des U-limites. 

Nous définissons aussi une 00-catégorie 00 — CM on , de la façon suivante. Notons SEns^ 
la catégorie des foncteurs de F dans S Eus. On considère la sous-catégorie pleine SEns^p des 
foncteurs spéciaux, c'est à dire des foncteurs F qui vérifient que pour tout n le morphisme 

F([n]) F{[l]r 

est une équivalence. On pose alors 

00 - CMon := L(S^nsfp), 

où la localisation est effectuée le long des équivalences niveaux par niveaux dans la catégorie des 
foncteurs SEns^. Tout comme nous l'avons fait pour 00 — Cat® dans §2.1 (voir la définition 12. 4p 
on montre que 00 — CMon est une 00-catégorie U-localement présentable (si l'on se restreint 
aux foncteurs T — > SEnsi]). 
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Définition 3.2 1. La oo- catégorie des U — oo-topos pré-catannelés (resp. catannelésj est 

(re.p. oo - TopJ := oo - Top'J^^g^ ■ 

2. La oo-catégorie des oo-topos prc-catannelés rigides (resp. catannelés rigides^ est 

oo - Top?:'" -=00- Topf" ^ ^« 

{resp. oo - Top^^^.^ := oo - Topy^_^« ) . 

3. La oo-catégorie des U — oo-topos pré-monoïdelés (resp. monoïdésj est 

oo - Top^f := oo - Top^"'" 

(resp. oo - TopY^ := oo - TopV ). 

^ —Mon il/oo-Monu'' 

Comme nous en avons l'habitude nous noterons simplement 

oo-Top£r oo-Top^^ . oo-w:; 

i-(gi £_igi,rîg —Mon 

OO — Top^ oo — Top^ . oo — Top,, 
lorsqu'il n'est pas nécessaire de spécifier l'univers U. 

Afin de rappeler les notations utilisées pour la notion d'espaces annelés les objets d'une des 
oo-catégories précédentes seront notés sous forme de couple (T, A) . Une telle notation désigne 
un U — oo-topos T, fibrant comme oo-catégorie, et un oo-foncteur 

A:T°P — >A 

(qui éventuellement commute aux U-limites) , où A est l'une des oo-catégories oo — Çat®, 
oo-Çatu,riff' oo - Mon. 

Nous utiliserons la proposition suivante qui permet de construire des exemples de oo-topos 
structurés par le procédé de champs associé à partir de oo-topos pré-structurés. 

Proposition 3.3 Le oo-foncteur d'inclusion 



possède un adjoint à gauche 



i : oo — Top , . — * oo — Top^', 

/A /A 



a : OO — Top^^ — y oo — Top , . 

/A /A 
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Preuve: Soit {T,A) un objet de oo — Top^^. On considère le oo-foncteur A : — > A 
comme un objet de R Hom (T°^, A). On considère alors son champ associé a{A) G Ch{T,A) 
(voir la définition ll.lip . ce qui fournit un nouveau oo-foncteur a{A) : T°p — > A muni d'une 
transformation naturelle h : A ^ a{A). Ceci définit un morphisme h : (T,A) — > {T,a{A)) 
dans oo — Top^^. 

Soit maintenant (T',A') un objet de oo — Top^^ et considérons le morphisme 

h* : Map{{T, a{A)), iT',A')) Map{{T, A), (T', ^'))- 

Il s'agit de montrer que le morphisme h* est un isomorphisme dans Ho{SEns). En effet, ceci 
montrera que pour tout {T,A), le oo-foncteur 

Map{{T, A), -) : oo - Top ,^ — > T 

est coreprésentable, et donc que i possède un adjoint à gauche. 
On dispose d'un diagramme commutatif dans Ho(SEns) 

Map{{T, a{A)), {T' , A')) — Map{{T, A), {T',A')) 



Map9^""'{T, T'). 

Fixons u : T — > T' un morphisme géométrique. Le morphisme induit par h* sur les fibres 
homotopiques en u s'identifie au morphism 

h* : MapKHom(T°p,A)(a(^),n*(^')) — ' ^QPRHom(T°P.A) (A u* (A')). 

Ce morphisme est bien un isomorphisme dans Ho{SEns) par la propriété universelle de a{A) 
comme objet dans ]R Hom (T°P, A). □ 

Dans la suite de ce travail nous nous intéresserons uniquement aux catégories [oo — Top^^] et 
[oo — Top , .1. Cela simplifiera largement les détails techniques, bien que nous négligerons de la 
sorte des données de fonctorialité supérieures. Ces catégories possèdent une description explicite 
relativement simple. Donnons la description de [oo — Top^^] à titre d'exemples, le cas des oo- 
topos pré-structurés se décrivant de façon similaire en ométant la condition de commutation 
aux limites. Les objets de [oo — Top^^] sont les couples (T, ^), consistant en un (U— )oo- 

topos T fibrant comme oo-catégorie, et A : T°'^ — > A, un oo-foncteur qui commute aux (U- 
)limites. L'ensemble des morphismes [{T,A),{T',A')] se décrit comme suit. Ses éléments sont 
les classes d'équivalence de couples [u, h), avec u : T"^ — > un morphisme géométrique et 

h : X A-*^ — > A est un oo-foncteur avec = A' o u et hi = A. Deux tels couples (u, h) et 
(u, k) sont équivalents s'il existe deux oo-foncteurs 

: r°P X — > {T'yP : T X — >A 

tels que 

ipo = u Ipi = V 
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et (j) est un élément dans Horn (T"^, A){[2]) dont les trois projections dans Hom (T°P, ^)([1]) sont 
égales a h, k et A' o ijj. En d'autres termes cp est une 2-cellule faisant commuter le diagramme 
suivant dans Hom (T"'\ A) 

A' ou — ^ A 

A'oif) 

A! o V. 

La composition des morphismes dans [oo — Top^^] s'effectue de la façon suivante. Pour («, h) : 
{T,A) — > {T'.A') et {v,k) : {T,A) — > {T',A') deux tels morphismes on considère 

{v, k) o {u, h) := {v ou,l): (T, A) {T' , A') 

où l : T°P X — > A est un choix pour une composition k o h comme morphisme dans 
Hom (T°P , A). On vérifie que le morphisme {v o u, l) ainsi défini est indépendant du choix de l 
et que cela définit une composition associative. 




3.2 Homologie de Hochschild et homologie cyclique 

Soit (T, A) un oo-topos catannelé. Nous allons construire deux oo-topos monoïdelés (T, HH'^) 
et {T,HC^), déduits de {T,A) par les procédés suivants. 

Nous commençons par considérer Hom jT, T) , la oo-catégorie des cndofoncteurs de T (rap- 
pelons que par définition T est une oo-catégorie fibrante). La oo-catégorie T possédant des 
U-limites il en est de même de Hom jT, T). Ainsi, pour tout ensemble simplicial K et tout objet 
/ G Hom jT, T) on peut former l'objet f^. Rappelons que cet objet vient avec un morphisme 
d'ensembles simpliciaux K — > Map{f^,f), tel que pour tout g G Hom jT, T) le morphisme 
induit 

Mapjg, /^) MapiMapif"", /), Mapjg, /)) MapjK, Mapjg, /)) 

soit un isomorphisme dans HojSEns). On applique cette construction avec f = id et K = 
= BZ, et on obtient ainsi un oo-foncteur id^^ : T — > T, muni d'un morphisme — > 
Mapjid^ ,id). D'autre part on dispose du oo-foncteur 

Moa::oo- Çat® — > oo - Mon 

défini en fin de §2.3. Ainsi, on peut construire un nouvel objet {T,M o CIA o id^) dans 

Définition 3.4 Pour un oo-topos catannelé {T,A), le oo-topos pré-monoïdelé {T,HH^) est 
défini par 

(T, HH^) := (T, M o CIA o id^' ). 

Nous noterons 



{T,HH-^) := jT^ajHH^)) 



pr 

le oo-topos monoïdelé associé. 
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En termes plus concrets le oo-foncteur 

HH:^^ iT^P — >oo- Mon 

envoie un objet X ET sur le oo-monoïde End^i^^si^{l), des endomorphismes de l'unité dans la 

oo- CMS A{X^ ). Ce nouveau œ-foncteur n'est en général plus un champ et son champ associé 
est HH^. 

Revenons au oo-endofoncteur id^^ . On peut promouvoir cette construction en un oo-foncteur 

T^P — ^ Hom{T, T) 

qui commute aux limites et qui envoie * sur l'objet id. En effet, un tel oo-foncteur existe et est 
unique dans [oo — Cat] car T = î (voir §1.4). On trouve en particulier un morphisme bien défini 

BS^ = K{Z, 2) — ^ T — ^ Hom (T, T), 

qui envoie le point de base de BS^ = K{Z,2) sur l'objet id^^ . En d'autre termes, on dis- 
pose d'une action naturelle du groupe simplicial sur le oo-foncteur id^ . Cette action est 
bien évidemment induite par l'action de sur lui-même par translation. Ainsi, le oo-foncteur 
composé 

HH^^ -.T^P — ^ oo - Mon 

possède un relèvement naturel 

HH^^ : T°P — ^ MHom(55\ oo - Mon ) =: - oo - Mon, 

en un oo-foncteur vers la oo-catégorie des oo-monoïdes S'-'^-équivariants. En composant le oo- 
foncteur de champ associé on trouve un relèvement 

HH^ : T°P — ^ MHom(55\ oo - Mon) =: - oo - Mon, 

du oo-foncteur HH^. En composant avec le oo-foncteurs des points fixes homotopiques (qui est 
le oo-foncteur Huibs^) 

Mon — . oo - Mon 

on trouve deux nouveaux oo-foncteur 

HC^ :T°P — ^ oo - Mon 

HC^ ■.T°P — >oo- Mon . 
Par définition on a pour tout objet X ÇiT 

HC^{X) ~ HHp,{Xf^' HC^{X) ~ HH^{X)^^' . 

Définition 3.5 Pour un oo-topos catannelé {T,A), le oo-topos pré-monoïdelé {T,HC^) est 
défini par 

{T,HC^) := {T,{HH^f''). 
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Notons que la projection naturelle des points fixes sur le oo-foncteur d'oubli induit des 
morpliismes dans [oo — Top^^^] 

(T, HH^^) (T, HC^^) (T, HH^) {T, HC^). 
Pour X eT peut écrire 

HH^ ~ EndAiX'^' ) HC^^ ~ EndAiX'^' f'^' ■ 

Plus généralement, il n'est pas difficile de voir que (T, A) ^ (T, HH^) et (T, A) ^ (T, -ffC^) 
définissent des foncteur 

De même, on dispose de deux foncteurs 

Ces foncteurs sont reliés par les morphismes 

(T, HH^^) (T, iJC^) (T, /fiJ-^) — ^ (T, HC^) 
qui induisent des transformations naturelles. 

Définition 3.6 Pour {T,A) un oo-topos catannelé et X ET un objet. 

1. Le oo-monoïde de pré-homologie de Hochschild de X (resp. homologie de Hochschild j est 

HH^{X) {resp. HH^{X)). 

2. Le oo-monoïde de pré-homologie cyclique de X (resp. homologie de cyclique^ est 

HC^^{X) {resp. HC^{X)). 

Nous expliquerons au §4.2 que notre définition de l'homologie cyclique est en réalité une 
généralisation de l'homologie cyclique négative et non de l'homologie cyclique au sens propre. 
Notre caractère de Chern sera construit à valeurs dans HCpr et nous n'aurons jamais à considérer 
un analogue de l'homologie cyclique non négative. Cette dernière pourrait être définie en rem- 
plaçant les points fixes homotopiques par par des coinvariants homotopiques (i.e. colimggi 
au lieu de lim^gi). Nous ne voyons cependant pas la pertinence d'une telle définition dans le 
contexte général exposé ici. Ainsi, pour nous, homologie cyclique sera toujours une expression 
faisant référence à l'homologie cyclique négative. 
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3.3 Caractère de Chern 

Soit (T, A) un oo-topos catannelé rigide. Nous avons déjà vu qu'on pouvait lui associer deux oo- 
topos pré-monoïdelés {T,HH^) et {T, HC^). Nous allons maintenant en définir un troisième. 
Il s'agit de composer A avec le foncteur 

loM : oo- Çat® — > oo - Mon, 

pour obtenir un nouveau cxD-foncteur 

IoMoA:T°P — >oo- Mon 

et donc un nouveau oo-topos pré-monoïdelé que nous noterons (T, |.A|). 

Notons que j^[ : T°P — > oo — Mon commute aux limites et donc est représentable par un 
objet £ G MHom(r,T). De même, le co-foncteur 

CIoMoA:T°P — > 5^ - oo - Mon C M Hom fr x BS^,T) 
est représentable par l'objet 

G M Hom fr x BS^,T). 

Enfin, le morphisme de trace cyclique multiplicative Tr^ (voir la définition I2.2ip induit une 
transformation naturelle 

CI o Mo A — > Endj,{l). 
Cette transformation naturelle correspond à l'aide du lemme de Yoneda à un élément 

Tri; G MEnd^ç^s^^il)'^'") = ^HC^À^))- 
Par le lemme de Yoneda cet élément est lui-même donné par une transformation naturelle 

CW" : 1^1 HCf, 
bien définie dans [R Hom fr°P. oo - Mon)]. 

Définition 3.7 Soit {T,A) un oo-topos catannelé rigide. 

1. Le pré-caractère de Chern du oo-topos catannelé rigide {T,A) est le morphisme 

CW" : \A\ — > HCf^ 

dans rM Hom (T°P, oo - Mon)]. 

2. Le caractère de Chern du oo-topos catannelé rigide (T, A) est le morphisme composé 

Ch: \A\^HC^, ^HC-^. 

3. La pré-trace du oo-topos catannelé rigide (T, A) est le morphisme composé 
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4- La trace du oo-topos catannelé rigide (T, A) est le morphisme composé 



Tr: \A\ 



Ch 



On vérifie sans peine que le caractère de Chern induit une transformation naturelle entre les 



qui envoient (T, A) sur (T, |^|) et sur (T, HC-^) respectivement. En d'autres termes la construc- 
tion de C/i est fonctorielle d'une part en A et d'autre part en T (remarquons que la fonctorialité 
en T utilise l'exactitude à gauche des adjoints des morphismes géométriques afin de comparer les 
objets de la forme ). Nous laissons le soins au lecteur d'écrire les détails de ces fonctorialités. 

4 Exemples 

Dans cette dernière section nous donnons quatres exemples de contextes d'applications du car- 
actère de Chern construit dans la section précédente. Le premier est relativement formel et 
consiste à remarquer qu'un co-topos annelé donne lieu à deux oo-topos catannelés, obtenus en 
considérant les groupes additifs et multiplicatifs sous-jacents au faisceau structural. Dans le 
second exemple nous revenons sur le caractère de Chern des fibrés vectoriels algébriques et plus 
généralement des complexes parfaits. Nous n'avons pas détaillé la comparaison précise avec le 
caractère de Chern usuel et nous espérons revenir sur ce sujet ultérieurement. Les deux derniers 
exemples sont à nos yeux les plus importants car ils concernent le caractère de Chern d'une 
famille de dg-catégories dont l'existence avait été avancée dans |To-Velj . Nous montrons tout 
d'abord comment on peut associer à toute famille algébrique de dg-catégories compactement 
engendrées sur une base X (disons un schéma ou plus généralement un champs algébrique) un 
complexe quasi-cohérent et S^-équivariant sur l'objet des lacets LX. Cet objet donne lieu à 
une sorte de Px-module filtré qu'il faut voir comme la variation de structures de Hodge non- 
commutatives induite sur l'homologie cyclique de la famille (au sens de [Ka-Ko-Pa] ). Cette 
variation comprend en particulier la donnée d'une connexion de Gauss-Manin, ce qui nous per- 
met de généraliser les constructions de \Ge\ IDo-Ta-Ts] au cas des familles de dg-catégories sur 
des bases très générales. Là encore, de nombreux énoncés de comparaison, par exemple entre 
quasi-cohérents S'^-équivariants sur LX et Px-modules, ne sont pas détaillés: nous reviendrons 
sur ces points, qui méritent un traitement séparé, dans un travail ultérieur. Enfin, lorsque la 
famille de dg-catégories en question est à fibres saturées nous expliquons comment on peut lui 
associer un caractère de Chern secondaire à valeurs dans une nouvelle théorie homologique que 
nous introduisons: l'homologie cyclique secondaire. Une étude plus approfondie de ce caractère 
de Chern secondaire fera l'objet d'un travail futur. 

Avant de décrire ces exemples nous présentons notre oo-topos favori, à savoir celui des champs 
dérivés, et qui sera utilisé pour tous nos exemples. Comme nous le signalons à plusieurs reprises 
on aurait tout aussi bien pu considérer les versions différentielles, ou complexes analytiques, de 
ce oo-topos (voir |Lu3^ §4.4]). Le cadre algébrique est cependant plus simple et de plus rend 
compte de tous les phénomènes intéressants. 



deux foncteurs 



[oo — Top 




[oo — Top 



■OO— Mon- 
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Fixons nous k un anneau commutatif. On considère sk — Comm, la catégorie des /c-algèbres 
commutatives simpliciales. En localisant les équivalences faibles, qui sont les morphismes in- 
duisant des équivalences faibles sur les ensembles simpliciaux sous-jacents, on trouve une oo- 
catégorie L{sk — Comm). On pose alors 

dAffk := L{sk - CommfP, 

que nous appellerons l'oo-catégorie des k-schémas dérivés affines. Il existe sur la catégorie 
[dAffi^.] une topologie de Grothendieck, définie à l'aide des recouvrements étales (voir par ex- 
emple |HA(;HII §2.2]). Cette topologie définit une topologie sur l'oo-catégorie dAf fk et donne 
ainsi lieu à un oo-topos dAf f^'^* , appelé Voo-topos des k-champs dérivés (il est noté dSt(/c) 
dans |To4t §4]). Notons que l'on a 

dAff^^''c:,L{k-D-Afr'''), 

où k — D~ Af f^'^^ est le topos de modèles des champs pour la topologie étale sur k — D~Aff = 
{sk — Comm)°P. 

L'oo-catégorie dAff^'^^ possède la catégorie des /c-schémas, et la 2-catégorie des A;-cliamps 
algébriques, comme sous-oo-catégories pleines (voir [HAGIIl §2.2.4]). Ainsi, nous considérerons 
toujours les /c-schémas et les k-champs algébriques comme des objets de dAf f^'^* . Notons 
cependant que ces sous-oo-catégories ne sont pas stables par limites, et en particulier par produit 
fibré. Tous les produits fibrés que nous considérerons seront construits dans dAff^'^^. 

4.1 oo-Topos annelés et oo-Topos catannelés 

Considérons Sp^ la catégorie de modèles des spectres symétriques de |HSS| . munie de sa struc- 
ture positive de |Shij . Les monoïdes commutatifs dans cette catégorie de modèles forment une 
catégorie Comm{Sp^), dont les objets sont les anneaux en spectres symétriques commutatifs. 
Cette catégorie hérite d'une structure de modèles pour la quelle les fibrations et les équivalences 
sont définies sur les objets sous-jacents dans Sp^. Nous noterons oo — Comm la oo-catégorie 
obtenue par localisation 

oo — Comm := L{Comm{Sp^)). 

Par définition un oo-topos annelé est un oo-topos structuré dans oo — Comm . La catégorie des 
oo-topos annelés est donc [oo — Top ^ ]. Nous allons construire deux oo-foncteurs 

^ =-oo — Comm -' 

Gq, : OO — Comm — > oo — Cat f-„ Gm '■ oo — Comm — > oo — Çat®. , 
qui de plus commutent aux limites. Ils induiront ainsi deux foncteurs 

- T^oo-Çomm] ^ [«^ " Top^_^« J 

qui envoient respectivement (T, A) sur (T, Ga o A) et (T, Gm ° A) . 

Pour ce qui est du oo-foncteur Ga (groupe additif sous-jacent), on commence par considérer 
le foncteur d'oubli Comm[Sp^) — > Sp^ qui induit un oo-foncteur sur les localisés 

oo — Comm — > L{Sp^). 
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On compose alors avec l'adjonction de Quillen 

SEns^ < — > Sp^ 

entre F-espaces et spectres symétriques (voir |M-Ma-Sc-Shj ). En composant avec IIoo : T 
oo — Cat on trouve finalement un oo-foncteur 



Ga : uscomm ^ L{Sp^) ^ L{SEns^) ~ MHom(r, T) — ^ M Hom fF. oo - Cat ). 

Ce foncteur se factorise par la sous-oo-catégorie oo — Cat *^ C M Hom fF. oo — Cat ). De plus, 
Ga{R) est une oo-CMS dont la catégorie homotopique [Ga(-R)] est un groupoïde muni d'une loi 
monoïdale pour la quelle tous les objets sont inversibles. La catégorie monoïdale symétrique 
[Ga(iî)] est donc toujours rigide, et on obtient ainsi un oo-foncteur 

Ga : oo — Comm — > oo — Cat S„. 

" vig 

Une autre façon de voir ce oo-foncteur est en utilisant l'équivalence entre spectres connectifs 
et oo-CMS dont la loi monoïdale est inversible mentionnée au §2.1. Pour R £ oo — Comm , 
la oo-CMS Ga{R) est celle correspondant au revêtement connectif du spectre sous-jacent à R. 
Finalement, on voit par construction que G a est obtenu par composition de oo-foncteurs qui 
commutent tous aux limites, il commute ainsi lui aussi avec les limites. 

Construisons maintenant le oo-foncteur Gm- Pour cela, on considère pour tout R G Comm{Sp'^) 
la catégorie R — Mo(F°^ des i?- modules cofirants (toujours pour la structure positive de [Shi] ) . 
La catégorie R-Mo<F''f est une catégorie monoïdale symétrique munie d'une notion compatible 
d'équivalence faible W . On obtient ainsi un pseudo-foncteur Comm{Sp^) — > Cat® , qui envoie 
R sur R - Mo<F°f et un morphisme R — > R' sur le changement de base R' Ar —. On rectifie 
ce pseudo-foncteur en le remplaçant par le foncteur de ses sections cartésiennes (voir §1.3 par 
exemple) pour obtenir un vrai foncteur 

Comm{Sp^) — > Cat®. 

Ce foncteur vient avec une notion d'équivalence faible induite, encore notée W, et en localisant 
on obtient ainsi un foncteur 

Comm{Sp^) — > oo — Cat*^. 

Ce foncteur envoie lui-même équivalences dans Comm{Sp^) sur des équivalence dans oo — Cat, 
car le changement de base par une équivalence induit une équivalence de Quillen entre catégorie 
de modules. On localise alors ce foncteur pour obtenir un oo-foncteur 

Adod{—) : oo — Comm — > oo — Çat*^, 

qui, à équivalence près, envoie iî € oo — Comm sur L®{R — ModP°f ) =: M.od{R) (voir définition 
12.5p . On compose alors avec le oo-foncteur 

End-{1) oM:oo- Cat® — > 00 - Mon 

puis avec 

(-)*™ : 00 - Mon — >oo- Mon 
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qui à un oo-monodïde commutatif E associe son sous-oo-monoide des éléments inversibles défini 
par le produit fibré suivant dans SEns^ 

0nv ^ E 

MET"" -vro(i^). 

Ceci permet d'obtenir le oo-foncteur cherché 

Gm : oo — Comm — > oo — Mon . 

En termes imagés ce oo-foncteur envoie R sur le sous-monoïde simplicial de W End f{_ ,^,i^^(R, R) 
formé des autoéquivalences. La construction précédente explique comment ce monoïde est com- 
mutatif et comment il peut être rendu fonctoriel en R (il faut noter ici que R n'est pas cofibrant 
comme iî- module en général, voir [ShiJ ) . 

Soit maintenant (T, A) un œ-topos annelé auquel nous associons les deux oo-topos catannelés 
rigides construits précédemment 

{T,Ga{A)) {T,G^{A)). 
On peut ainsi considérer leur pré-trace que nous noterons respectivement 

d:\GaiA)\ ^HH^^-^^'^ 

dlog:\G^{A)\^HH^,^^^\ 
Pour un objet X G T, ces morphismes évalués en X donnent 

d : \Ga{A)\{X) HH^,^^^\X) n,\Ga{A)\{X^') 

dlog : jG„(^)|(X) HH^^^-^^X) ~ n,\Gm{A)\{X^'^" ), 

où fi^, désigne l'espace des lacets pris en élément neutre des monoïdes correspondants. Ici 
|Ga(^)|(X) et |Gm(^)|(X) ne sont autre que les monoïdes simpliciaux additifs et multiplicatifs 
sous-jacents à l'anneau en spectres A{X). Nous allons voir maintenant, sans donner les détails 
cependant, que Q^,\Ga{A)\{X^ ) et ^}^\Gm{A)\{X^ ) sont des généralisations de l'espace des 
formes différentielles et formes différentielles logarithmiques, ce qui explique les notations d et 
dlog pour rappeler que ces morphismes sont des analogues des différentielles de de Rham et de 
Rham logarithmique de fonctions. 

Soit k un anneau commutatif. Considérons sk — Comm la catégorie des A;-algèbres commuta- 
tives simpliciales (pour bien faire les choses il faut fixer deux univers U € V et ne considérer que 
les fe-algèbres commutatives simplicials U-petites. La catégorie sk — Comm est alors V-petite). 
On dispose d'un foncteur 

sk — Comm — > Comm{Sp^) 
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qui envoie une fc-algébre commutative simpliciale R sur HR, le spectre d'Eleinberg-McLane 
correspondant (voir [HSSj). Ce foncteur préserve les équivalences et induit donc un oo-foncteur 



L{sk — Comra) — > oo — Comm . 

Ceci définit un préchamp sur dAffk = L(sk — Comm)"^ à valeurs dans oo — Comm . Ce préchamp 
est de plus un champ pour la topologie étale sur dAffk (voir [HAGIH §2.2] par exemple) et 
fournit donc un oo-foncteur 

A : {dAff^'^^P ^ oo - Comm . 

qui fait du oo-topos dAff^'^^ un oo-topos annelé (le champ A est précisément à valeurs dans 
oo — Çommy, et dAf f^'^^ est un V-oo-topos). Notons que le oo-topos dAff^'^^ n'est autre 
que le oo-topos des A;-champs dérivés au sens de iTo_4], et que A est son faisceau structural 
(représenté par l'objet en anneau A^). Soit maintenant X un A:-schéma, considéré comme un 
objet X G dAff^'^^ (voir [HAGIIt §2.2.4]). L'objet X^^ est alors équivalent au produit fibré 
X XxxX X. On a donc un isomorphisme naturel 

M^*\Ga{A)\iX^")) ~ 7rii\GaiA)\iX'^')) ~ rorf^x^(Ox, Ox) ^ n],. 
Le morphisme construit ci-dessus 

d : 7To{\Ga{A)\{X)) ~ 0{X) 7To{n,\Ga{A)\{X'^")) ~ Q], 

s'identifie alors à la différentielle de de Rham. De plus, il existe des isomorphismes naturels 

7Ti{\Ga{A)\{X^')) ^ 7r,([G„(^)l(X^')) 

pour tout î > 0. A travers ces isomorphismes on peut montrer que le morphisme 

dlog : 7ro(lG„(^)l(X)) ~ 0{Xy ^o(5^*IG„(^)l(X^')) ~ n]c 

s'identifie à / i-^ y, la différentielle de de Rham logarithmique. 

Notons pour terminer que l'on pourrait aussi bien remplacer le oo-topos dAff^'*^^ par le 
oo-topos des variétés C°° dérivées (voir jSpj), ou encore celui des espaces analytiques complexes 
dérivés (voir |Lu31 §4.4]). Ces deux oo-topos sont naturellement annelés par leur faisceaux 
structuraux respectifs (représentés dans les deux cas par la droite affine), et l'interprétation 
que l'on vient de donner des morphsmes d et dlog en termes de différentielle de de Rham reste 
valable. 

4.2 Complexes parfaits 

Considérons de nouveau le oo-topos dAff^'"^^, des A;-schémas dérivés. Il peut être muni d'un 
champ en oo-CMS rigides Parf, des complexes parfaits, de la façon suivante. Notons comme 
au paragraphe précédent sk — Comm la catégorie des A;-algèbres commutatives simpliciales. 
Pour R Çi sk — Comm on dispose d'une /c-dg-algèbre commutative normalisée N{R), ainsi que 
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la catégorie monoïdale symétrique N{R) — Mod des A^(iî)-dg-modules. On considère la sous- 
catégorie monoïdale pleine Parf{R) formés des A^(iî)-dg-modules qui sont d'une part cofibrants 
et d'autre part qui sont parfaits (c'est à dire dualisables dans Ho{N{R) — Mod), voir |To- Va2j ) . 
Pour un morphisme R ^ R' dans sk — Comm on dispose d'un foncteur de changement de bases 
R' '^R — '■ Parf{R) — > Parf{R'). Ceci définit un foncteur faible 

Parf : sk — Comm — > Cat'^ 

de sk — Comm vers la 2-catégorie des catégories monoïdales symétriques. De plus, ce foncteur est 
muni du sous-foncteur formé des quasi-isomorphismes de A^(-R)-dg-modules. Ainsi, en rectifiant 
ce foncteur faible, puis en localisant, on obtient un nouveau foncteur 

sk — Comm — > oo — Cat®. 

Ce foncteur envoie équivalences de fc-algèbres simpliciales sur équivalences de oo— Çat® et donne 
ainsi lieu à un cxo-foncteur après localisation 

Parf : L{sk - Comm) = dAff"^ — ^ oo - Cat^. 

qui est tel que Parf{R) soit équivalent à L'^{Parf{R)) (voir définition 12.5p . Le oo-foncteur 
satisfait de plus à la condition de descente pour la topologie étale (voir [HAGIH §2.2]) et donc 
fournit un champ 

Parf : dAff^^^ — > oo - Çat®- 

On obtient ainsi un oo-topos catannelé {dAff^'^^,Parf). Ce oo-topos catannelé est de plus 
rigide, car d'une part, par définition tout objet de Parf{R) est rigide, et d'autre part, tout 
objet X G dAff^'^' est une colimite d'objet représentable. La oo-catégorie Parf{X) peut ainsi 
s'écrire comme une limite (dans oo — Cat®) de oo-CMS rigides et est donc elle-même rigide 
d'après le théorème 12.101 

Soit maintenant X un /c-schéma, considéré comme un objet de dAff^'^^. On a 

X^' c^X xxxxX, 

où ce produit fibré est pris dans les k-schémas dérivés. Ceci implique en particulier que l'on a 

HH^{X) ~ 0{X^^) ~ MH(X), 

où EIE[(X) est un modèle simplicial au complexe d'homologie de Hochschild de X (obtenu par 
exemple par la correspondance de Dold-Kan à partir du complexe de Hochschild de |Kej ). En 
particulier on a 

Pnr f 

TriiHH^{X))c^HH^i{X) 
pour tout i > 0. La pré-trace de la définition 13.71 est donc un morphisme 

Trx : [Parf{X)]/iso HHo{X). 

Lorsque X est lisse sur k de caractéristique nulle on a HHq{X) ~ ®pHP{X, f^^). On peut alors 
vérifier que pour un fibré vectoriel V sur X, TrxiV) n'est autre que le caractère de Chern usuel 
de y à valeurs en cohomologie de Hodge. 
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Revenons au cas général d'un A;-schéma X. Le groupe simplicial S opère naturellement sur 
la A;-algèbre simpliciale 0{X^ ) ~ HE[(X), et on peut montrer que cette action est donnée par 
l'opérateur de Connes sur le complexe d'homologie de Hochschild. En particulier, on trouve un 
isomorphisme naturel 

-K^iHC^iX)) ^ HC^{X), 

où HCq{X) est l'homologie cyclique négative du schéma X définie par exemple dans |Ke| . On 
montre alors que le caractère de Chern 

Chx : [ Parf {X)]/iso — > HC^{X) 

de la définition 13.71 s'identifie au caractère de Chern à valeurs dans la cohomologie cyclique 
négative (voir par exemple |Ke] ) . Nous reviendrons sur ces comparaisons dans un travail 
ultérieur. 

Supposons maintenant que X soit un (1— )champ algébrique, disons au sens d'Artin. Le 
pré-caractère de Chern fournit ainsi un morphisme 

C/iP" : [ Parf {R)]/iso HCl''{X). 

Contrairement au cas des schémas il n'est plus vrai que HC^'^{X) ~ HC{X), et le pré-caractère 
de Chern devient alors un rafinement non trivial du caractère de Chern. Par exemple, lorsque 
X est un champ de Deligne-Mumford lisse sur k de caractéristique nulle, alors HCq^{X) est iso- 
morphe à la cohmologie de de Rham (paire) de IX, le champ d'inertie de X, alors que HCq{X) 
n'est que la cohomologie de de Rham de X. Le pré-caractère de Chern CW"^ devient alors le car- 
actère de Chern à coefficients dans les représentations de |Tolj . Dans le cas général d'un champ 
d'Artin X sur un anneau de base quelconque HC^^{X) forme une théorie cohomologique 
digne d'intérêt. Le caractère de Chern 

ChP-" : [ Parf {X)]/iso HC^^iX) 

est alors une généralisation du caractère de Chern construit dans [Tolj au cadre beaucoup plus 
général des champs d'Artin. Notons que lorsque X = BG est le champ classifiant d'un schéma 
en groupe lisse sur k alors ce caractère de Chern 

CW : [ Parf {BG)]/iso HCl'iBG) ~ 0(G)^, 

n'est autre que le morphisme de trace, qui à un complexe parfait E muni d'une action de G 
associe la fonction Tr^;, qui envoie g Çî G sur la trace de l'endomorphisme g de E. Dans le 
cas plus général d'un champ quotient [X/G\, Ch^'^' est une combinaison relativement subtile du 
caractère de Chern pour le schéma des points fixes X^'^^ = {{g,x)/g.x = x} C G x X et du 
morphisme de trace pour G. Nous esprérons revenir sur une description plus précise de la théorie 
cohomologique X i-^ HCq^{X) pour les champs d'Artin, ainsi que du caractère de Chern qui lui 
est associé, dans un travail ultérieur. 

Tout comme dans notre exemple précédent nous aurions pu remplacer le co-topos dAf f''^^ 
par le oo-topos des variétés différentielles ou analytiques dérivées, munis de leurs champs des 
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complexes parfaits. La comparaison entre notre caractère de Chern et le caractère de Chern usuel 
des fibrés ou holomorphes à valeurs dans la cohomologie de de Rham (C°° ou holomorphe) 
resterait alors valable. Nous reviendrons aussi sur ce point dans un travail ultérieur. 

4.3 Familles de dg-catégories compactement engendrées 

Comme dans le paragraphe précédent nous considérons dAff^'^*, le oo-topos des /c-schémas 
dérivés. Pour R £ sk — Comm une A;-algèbre commutative simpliciale nous considérons N{R) la 
dg-algèbre normalisée associée. On note alors dg — catji la catégorie des catégories enrichies dans 
N{R) — Mod, munie de sa structure de modèles de |Tabj . Pour préciser les univers rappelons que 
sk — Comm désigne la catégorie des /c-algèbres simpliciales U-petites, et de même N{R) — Mod 
désigne les iV(iî)-dg-modules U-petits. Soit V un univers avec U G V. Alors, par définition, 
dg — catji consistera précisément en les N{R) — Mod-catégories qui sont V-petites. Pour tout R 
soit dg — cat'^ la catégorie des objets cofibrants dans dg — catR. Le produit tensoriel au-dessus de 
N{R) fait de dg — cafj^ une catégorie symétrique monoïdale, munie d'une notion d'équivalences 
qui est compatible. Ainsi, en rectifiant le pseudo-foncteur 

R^dg-cat% {R ^ R') ^ N{R') ^jsk^r) -, 

puis en utilisant la version monoïdale de la localisation (voir définition 12. 5p , on trouve un 
foncteur 

D : sk — Comm — > oo — Cat®. 

Pour bien faire les choses ici il nous faut fixer W un troisième univers avec V G W. On dispose 
alors précisément d'un foncteur 

D:dAff°P ^^-Qat%. 

Ce foncteur est tel que D{R) est équivalente à L®[dg — cafj^), la oo-CMS des iî-dg-catégories 
qui sont V-petites. Ce foncteur D peut aussi être considéré comme un foncteur 

D : sk — Comm x F — > oo — Cat. 

Nous utilisons maintenant la proposition 11.41 pour obtenir une oo-catégorie fibrée 

/D — > sk — Comm x F. 
_k—CommxT 

Nous allons maintenant définir une sous-oo-catégorie fibrée de f, ^ ^^tD. Pour cela, 
notons que [Jsk_commxr -^1 décrit de la façon suivante. Ses objets sont des triplets {R, [n], A), 
avec R G sk — Comm, [n] G F, et ^ = (^i, . . . , A„) une famille de dg-catégories sur N{R) qui 
sont V-petites. Un morphisme {R, [n], A) — > {S, [m],B) est la donnée d'un morphisme R ^ S, 
d'un morphisme n : [n] — > [m], et pour tout j G {1, . . . , n} d'un morphisme dans Ho{dg — cat s) 
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Rappelons alors qu'une dg-catégorie A sur N{R) est U-compactement engendrée si elle est 
isomorphe dans Ho{dg — catu) à une dg-catégorie de la forme 

Al = R Hom UgPq), 

avec ^0 une dg-catégorie U-petite (ou encore à la dg-catégorie des U-dg-modules cofibrants sur 
une dg-catégorie U-petite, voir |To2| ) . Nous définissions une sous-catégorie C, non pleine, de 
Usk-CommxT^] ^c la façou Suivante. 

1. Les objets de C sont les {R, [n]^A) tels que chaque Ai soit U-compactement engendrée. 

2. Les morphismes {R, [n],A) — > {S, [m],B) dans C sont ceux pour les quels pour tout f < 
j < m le morphisme de A^(iî)-dg-catégories 

soit multi- continu, c'est à dire commute aux sommes dans chacune des variables Ai indépendamment. 

On définit alors la sous-oo-catégorie C C Jsk~Commxr ^ P^^ carré (homotopiquement) 
cartésien suivant 

r ^ r D 



—Commxr 

D]. 

Le point crucial ici est que la sous-oo-catégorie C est fibrée au sens de la définition 11.31 En 
effet, en déroulant les définitions cela se déduit des résultats de |To2j de la façon suivante. 
Soit (R, [n],A) un objet de C et iî ^ 5*, u : [îî] ^ [m] un morphisme dans sk — Comm x F. 
Choisissons des dg-catégories U-petites Ai^ avec Ai ~ Ai^Q. On considère, pour tout 1 < j < m 
le morphisme naturel 

induit par le plongement de Yoneda restreint à 
Ainsi, si l'on pose 

Bj := 0j^,~A,,o, 

on dispose d'un morphisme {R, [n], A) — > {S, [m],B), que l'on voit facilement être dans la sous-oo- 
catégorie C. De plus, le théorème |To2i Thm. 7.2] implique qu'un relèvement de ce morphisme 
en un morphisme de C est cartésien dans C. Ceci termine de montrer que C est fibrée. 

Finalement, on utilise de nouveau la proposition 11.41 en appliquant cette fois le foncteur 
^Sesk-Commxr pour obtenir un nouveau foncteur 

sk — Comm x F — > oo - 
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où encore un foncteur 

sk — Comm — > oo — Cat\^. 
Il n'est pas difficile de voir que ce foncteur se factorise en 

sk — Comm — > oo — Cat^. 

Il envoie équivalences sur équivalences et donc induit le oo-foncteur cherché 

Pour R S sk — Comm la catégorie symétrique monoïdale \pg{R)\ est naturellement équivalente à 
Ho{dg — catnY^ , la sous-catégorie des dg-catégories U-compactement engendrées et dg-foncteurs 
continus. Sa structure monoïdale est donnée par la formule 

A) :bo ^ ^o^^o- 

De même, le foncteur de changement de bases pour i? — > 5* est donné par 

Le théorème |To21 Thm. 7.2] implique alors que [©(^(iî)] est rigide pour tout R: en effet, le dual 
de n'est autre que A"^ , et le morphisme d'unité 

î _^ A^A°^ 

n'est autre que le A-bi-dg-module (a, 6) i— > A{h,a). 

Cependant, n'est pas un champ, car il existe des formes tordues de dg-catégories com- 
pactement engendrées qui ne sont pas globalement compactement engendrées. Le champ associé 

à D(7 sera noté B^. Notons que le sous-pré-champ Hg ^ C Bgi des objets rigides est un sous- 
champ d'après la théorème 12. 1U[ Comme le morphisme — > Hg se factorise par ^ on voit 
que l'inclusion 

riq 

Bg CBg 

est en fait une équivalence. En d'autres termes IDg est un champ en oo-CMS rigides. Nous 
venons donc de construire un oo-topos catannelé rigide (dAf f^'^^ ,]Q)g). 



Appliquons la construction du pré-caractère de Chern de la définition 13.71 au oo-topos catan- 

k 

ChF' : pg{X)]/iso HCl'\X). 



nelé rigide {dAf f^'^^ ,ng). Il s'agit, pour X G dAff^'^^ un A:-champ dérivé, d'une application 



La catégorie [B(/(X)] est la catégorie homotopique des champs en dg-catégories compactement 
engendrées paramétrés par X. D'autre part, le oo-foncteur Endog{l) s'identifie au pré-champ 
des complexes quasi-cohérents sur dAf f^'^^ , et nous savons que ce préchamp est un champ (voir 
[HACIIl §2.2]). Ainsi, on a 



ISO, 
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où D^lohi-^^^) catégorie dérivée des complexes quasi-cohérents S^-équivariants sur X^^ 

(c'est à dire des complexes quasi-cohérents sur le champ quotient [X^^ /S^]). Ainsi, le pré- 
caractère de Chern d'un champ A en dg-catégories compactement engendrées sur X est un 
complexe quasi-cohérent 5^-équivariant 

CW"^\A)^Df^^^{X^')/^so. 

La fibre de ChP^{A) en un point 7 : — > X, est l'homologie de Hochschild de la fibre 
à coefficient dans l'endomorphisme de monodromie de 7 (qui est une autoéquivalence de j4^(^,)). 
Le (complexe de) faisceau ChP^{A) peut être vu comme le faisceau n' anomalies de A, au sens 
où ce terme est utilisé dans |Bry[ §6.2]. 

Nous allons terminer ce parapraphe par deux cas particulier du pré-caractère de Chern ci- 
dessus. 

Connexion de Gauss-Manin non-commutative: Supposons que X soit un schéma lisse 
sur k de caractéristique nulle. Soit Vx le faisceau des opérateurs différentiels sur X. On construit 
un faisceau de A;-dg-algèbres sur X en posant 

nx ■■= (®imVf[-2i\^ 0fe k[ul 

o\x T)^ est le sous-faisceau des opérateurs différentiels de degré inférieur à z, et u une variable 
placée en degré 2 et opérant par les inclusions naturelles 

On peut vérifier, nous le ferons cependant pas, que le faisceau TZx est la dg-algèbre des endomor- 
phismes de l'objet Ox vu dans D^^^^{X^ ) par le foncteur d'image directes le long de l'inclusion 

naturelle X ^ X^^ . Nous reviendrons sur cette identification dans un travail ultérieur et nous 
renvoyons pour le moment à [Ben-Nad] pour quelques indications de ce fait. Ainsi, à l'aide du 
foncteur E 1— > R Hom (0y , E) on construit un foncteur 

<l^:D''^l^{X^')^D,,oh{nx). 

Ce foncteur, sous des hypothèses de cohérences convenables est de plus une équivalence de 
catégories, mais nous nous contenterons ici de son existence. 

Soit maintenant A G Dg{X) un champ en dg-catégories compactement engendrées sur X. 
Son pré-caractère de Chern ChP^{A) est un objet dans D^coh^-^^ )' 1^^' ^ l'aide du foncteur 0, 
peut être vu comme un objet 

<l,{ChF^{A)) G D^,oh{nx). 
Cet objet donne lieu d'une part à un Px-module Z/2-gradué 

GM{A) := ct^{Ch^^\A))[u-^] e D,coh(7^x[n-l]) ^ D^^^.iVx), 
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et d'autre part à un gradué associé 

Char{A) := cl){C h^' {A)[u = 0]) G Dg^ohiUx k) ~ Dg,oh{Symo^{Tx[-2])). 

L'objet GM(A) n'est autre que le complexe d'homologie périodique de A relativement à X, 
muni d'une connexion plate: la connexion de Gauss-Manin. Nous ne comparerons pas ici cette 
connexion avec les connexions de Gauss-Manin apparaissant dans d'autres contextes. D'autre 
part, Char{A) est le module caractéristique du Px-module GM{A), associé à une certaine fil- 
tration: la filtration de Hodge. De même, nous ne comparerons pas ici cette filtration avec les 
connexions de Gauss-Manin apparaissant dans d'autres contextes. L'objet global (t){ChP'^{A)) 
contient ainsi la connexion de Gauss-Manin et la filtration de Hodge, toutes deux définies sur 
le complexe d'homologie périodique de A. Il faut donc comprendre l'objet (f){CW^ {A))^ et donc 
l'objet ChP^{A) car (j) n'est pas bien loin d'être une équivalence de catégorie, comme la partie 
algébrique de la variation de structures de Hodge associée à A, vu comme une famille de variétés 
non-commutatives paramétrée par X (au sens de |Ka-Ko-P£Ï] ). 

Faisceaux des caractères d'une représentation dg-catégorique: Soit G un groupe 
algébrique sur un corps k et X = BG. Soit A un champ en dg-catégories compactement en- 
gendrées sur X. Un tel objet est une représentation dg-catégorique de G. On peut en construire 
en prenant par exemple une dg-catégorie T dont le groupe des autoéquivalences forme un groupe 
algébrique (par exemple lorsque T est saturée, voir jTo-Va21 Cor. 3.26]), et en considérant une 
représentation de G dans ce groupe. De telles représentations catégoriques apparaissent aussi 
dans le contexte de la correspondance de Langlands géométrique (voir par exemple |Fre-Gail 
§21]). Le pré-caractère de Chern pour A fournit alors un complexe quasi-cohérent sur G, qui est 
d'une part équivariant pour l'action de G sur lui-même par conjugaison, et d'autre part muni 
d'une action compatible de 

CW^{A) G DlU{[G/G]) 

(remarquer que opère naturellement sur X^^ ~ [G /G]). Par définition, ce complexe quasi- 
cohérent est le (complexe de) faisceau des caractères de la représentation de G. La restriction de 
ce complexe dans un voisinage formel de e G G fournit de nouveau un complexe de T^x-modules, 
de nouveau correspondant à la variation de structures de Hodge associée à A (voir |Ben-Nad] 
Cor. 5.6]). Cependant, l'objet GhP^{A) contient plus d'informations que cette variation car il 
n'est plus vrai que le foncteur D^coh^-^^ ) — ^ D^cohi^x) est une équivalence lorsque X est 
un champ (même en imposant des conditions de finitudes). Par exemple, lorsque G est fini, le 
complexe ChP^{A) se souvient d'une information non triviale de la représentation G alors que 
le T^jf-module correspondant ne voit que l'action de G induite sur l'homologie cylique de A. La 
situation est en réalité tout à fait similaire à celle pour le caractère de Chern des complexes 
parfaits que nous avons décrite dans le paragraphe §4.2. 

4.4 Familles de dg-catégories saturées et homologie cyclique secondaire 

Nous terminerons cette section par un rafinement des constructions du paragraphe précédent 
obtenu en rajoutant une condition de finitude sur les dg-catégories considérées. Pour cela, nous 
revenons au oo-topos pré-catannelé (dAf f^'^^ ,3g). Pour tout R & sk — Gomm la catégorie 
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[B(7(-R)] s'identifie à la catégorie homotopiquc des dg-catégorics sur R, compactement engendrées, 
et des morphismes continus. Nous dirons qu'un morpliisme dans [©^(iî)] est compact, s'il cor- 
respond à un dg-foncteur A — > B dont le foncteur induit [/] : [A\ — > [B] préserve les objets 
compacts (rappelons ici que les catégories [À\ et \B] sont naturellement triangulées, et qu'un 
objet X d'une catégorie triangulée est compact si [x, ~] commute aux sommes). De manière 
équivalente, / est compact si et seulement si son adjoint à droite (au sens dg-catégorique) est 
un dg-foncteur continu. On dispose ainsi d'une sous-catégorie, non pleine, [Dg''^(iî)] C [D5r(iî)] 
formée des morphismes compacts. Il n'est pas difficile de voir que ces sous-catégories sont sta- 
bles par la structure monoïdale (^^, ainsi que par les changement de bases par des morphismes 
R ^ S dans sk — Comm. Ainsi, si pour R & sk — Comm, on définit Og'^{R) C lD)g{R) par la 
carré cartésien suivant 

Bg^iR) ^ Bg{R) 

pg^R)] ^[ng{R)], 

alors R i-h- 'Dg'^{R) définit un sous-oo-foncteur de I]>g{R). Cependant, pour une dg-catégorie 
A G [©^(i?)], les morphismes d'unité et de co-unité 

î — ^A^^^A"^ A — ^ î 

ne sont pas des morphismes compacts en général. Cela implique que les objets de B)g'^{R) ne 
sont plus rigides en général. 

Par définition, une dg-catégorie A G 'S])g{R) sera dite saturée si elle est rigide en tant qu'objet 
de la oo-CMS I!>g'^{R). Nous noterons Dg^^^{R) la sous-cx3-CMS pleine formée des objets rigides 
dans Og'^(R). Cela définit un nouveau oo-foncteur 

Bg^'^' : {dAff^^'^'rP ^ oo - Çatfig- 

Le champ associé à II)*;*"* est un champ en oo-CMS rigides et sera noté Dg"*"*. On dipose ainsi 
d'un œ-topos catannelé rigide (dAf f^'^^ ,]Q)g'^"-^). 

Soit maintenant X un champ algébrique au sens d'Artin. On a 

HC'^^iX)c.Df,,fiX'')/iso, 

où Dp^^j,{X^^) est la sous-catégorie pleine de D^lohi-^^^) formée des objets dont le complexe 
quasi-cohérent sous-jacent est parfait sur X^^ . Le pré-caractère de Chern induit ainsi une 
application 

C7/iP^ : [mri{X)\/iso — > Df^^,.f{X^')/iso. 

Cette application est de plus compatible avec le pré-caractère de Chern du oo-topos catannelé 
{dAffj^'^*,B)g), ce qui fournit un diagramme commutatif 

p^t{X)]/iso Df^^f{X^")/iso 

[Bg{X)]/iso DS^^^{XS')/iso. 
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On déduit de cela et des considérations sur l'existence de la connexion de Gauss-Manin sur 
l'homologie périodique du paragraphe précédent le fait important suivant. 

Corollaire 4.1 Soit X un schéma lisse sur k de caractéristique nulle et A Çi [Dg'^"*(X)] une 
famille de dg-catégories saturées paramétrée par X. Alors les faisceaux d'homologie périodique 
HPi{A) sont des fihrés vectoriels sur X. 

Revenons au cas oii X est un champ algébrique sur k quelconque et au morphisme 

CKP"" : [%^*(X)]/iso Df^^f{X^')/iso. 

Soit A s [D5''*''*(X)]. Le complexe parfait S'^-équivariant Chf^{A) possède lui-même un pré- 
caractère de Chern décrit dans le paragraphe §4.2, qui est un élément dans 

ChP'^iChP'-iA)) G 7ro{0{{X^'f'f^'). 

Or, (X^^)^^ ~ X^^^^^ , et ainsi le fait que Ch'P^{A) soit 5^-équivariant implique que ChP''' {CW' {A)) 
est un élément dans 

Ceci définit une nouvelle application 

Le membre de droite de cette application est, par définition, la pré-homologie cylique secondaire 
de X et sera notée 

/?Cf := T^^iGiX^'^^^'f^'^^'). 

Il faut penser à comme à l'homologie cyclique -équivariante de X^ . Lorsque X 

est un schéma lisse sur k de caractéristique nulle nous pensons que HCf''^'^\x) possède une 
description en termes de complexe de de Rham secondaire. Nous espérons ainsi pouvoir décrire, 
au moins partiellement, CW^'^'^\A) en termes de la variation de structures de Hodge HP^,{A) 
induite sur X. Nous reviendrons sur cette question dans un travail ultérieur. 



A Sur les catégories de simplexes 

Dans cet appendice nous revenons sur deux résultats concernant la catégorie de simplexes A(/) 
d'une catégorie / donnée. Ces deux résultats sont utilisés lors de la preuve du lemme 11.51 

Soit donc / une catégorie et notons A(/) sa catégorie des simplexes. Les objets de A(/) sont 
les couples ([n],u), formés d'un objet [n] G A et d'un foncteur u : A™ — > I. Un morphisme 
([n],it) — >■ {[m\,v) est la donnée d'un morphisme / : [m] [n\ dans A tel que le diagramme 
suivant 

A"— ^ A*" 
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commute (strictement). On peut aussi écrire 

A(7) := / Nil), 

OÙ A^(/) : A°P — > Ens est le nerf de C. 
On dispose d'une projection naturelle 

TT : A(/) — > I 

définie sur les objets par 7r([n],tt) := «(0). Pour un morphisme {[m],v) comme ci- 

dessus, on dispose d'un morphisme naturel v{Q) v{f{0)) = tt(0), ce qui définit tt sur les 
morphismes. Nous dirons alors qu'un morphisme ([n],it) — > ([m],v) est vertical si son image par 
TT est une identité (ou de manière équivalente si le morphisme [m] [n] envoie sur 0). 

Proposition A.l Soit W l'ensemble des morphismes verticaux de A(7). Alors le oo-foncteur 
induit par tt 

p : LwA{I) I 

est une équivalence. 

Preuve: Le foncteur tt étant essentiellement surjectif il en est de même de p : L\yA{I) — > I- 
Pour montrer qu'il est pleinement fidèle, il suffit de montrer que le oo-foncteur induit 

ILpi : L^fA{I) — > î 

est pleinement fidèle. Cela est aussi équivalent au fait que le oo-foncteur 

TT* :/ — >A(T) 

est pleinement fidèle et que son image essentielle consiste en les oo-foncteurs F : A{I)°p — > T 
qui envoient les morphismes verticaux sur des équivalences. En traduisant cela en termes de 
catégories de modèles on voit qu'il faut montrer que l'adjonction de Quillen induite sur les 
catégorie de préfaisceaux simpliciaux 

TT! : SPr{A{I)) < — > SPr{I) : tt* 

induit un foncteur pleinement fidèle 

TT* : Ho{SPr{I)) — > Ho{SPr{A{I))) 

d'image essentielle consistant en les foncteurs qui envoient les morphismes verticaux sur des 
équivalences. Comme le foncteur tt est surjectif sur les ensembles d'objets le foncteur tt* est 
conservatif. Ainsi, il nous suffit de montrer que pour tout foncteur F : A(/)°^ — > SEns, qui 
envoie morphismes verticaux sur équivalences, le morphisme d'adjonction 

7r*L7r!(F) — >F 
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est un isomorphisme dans Ho{SPr{A{I))). 

Soit alors i S /, et considérons le diagramme commutatif 

A(/) ^/ 



Ce diagramme induit une transformation naturelle de changement de base 

Cette transformation naturelle est en réalité un isomorphisme. En effet, comme tous les foncteurs 
en question commutent aux colimites homotopiques, et que tout préfaisceau simplicial est obtenu 
par colimites homotopiques à partir de préfaisceaux représentables, il nous faut montrer que pour 
un objet j E A(/) le morphisme naturel 

L,q\v*{hj) — > u*'LTr\{hj) 

est un isomorphisme (rappelons que hj := Hom{—,j) est le préfaisceau représenté par j). Or, 
nous avons hTr\{hj) ~ et le morphisme ci-dessus est donc isomorphe, dans Ho{SEns), au 

morphisme naturel 

Hocolimi^^^-i(^i-^Ho'm{k, j) — > H 0171(1, ■K{j)). 

On remarque alors que le foncteur vr : A(/) — > I est cofibré (c'est à dire que 7r°P est fibré 
au sens de notre définition 11.3p . Ceci implique que la fibre du morphisme ci-dessus, prise en 
u € Hom{i,Tr{j)) est isomorphe à 

Hocolim^ç^^^i(^i^Hom^{k, j) ~ Hocolimj^^^-i(^i-^Ho'm^'^{k,u*{j)), 

où u*{j) — > j est un relèvement cartésien de n, et ori Hom^ (resp. Hom^'^) désigne les sous- 
ensembles de morphismes dont l'images par vr est égale à u (resp. à id). Or, on a 

Hocolim^f^^-m^Hom"^{k,u*{j)) ~ Lg!(V(j)) ~ h^iy ~ *. 

Ceci montre bien que la transformation naturelle 

I^qw* ti*L7r! 

est un isomorphisme. En particulier, si F E Ho{SPr{A{I)), le morphisme d'adjonction 

7r*L7r!(F) — > F, 

évalué en j E A(/), s'écrit 

Lm(F)(7r(i)) ~ hqw*{F) F{j), 
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où ç : vr ^(vr(j)) — > *, et v* est le foncteur de retriction à tt ^(7r(j')) C A(/). Ce morphisme 
s'écrit aussi 

l.qvv*{F) ~ Hocolimk^^-i^^Q))F{k) — > F{j). 

Supposons maintenant que F envoie les morphismes verticaux sur des équivalences. Comme la 
catégorie 7r~^(7r(j)) possède un objet initial (qui est le foncteur constant [0] — > / égal à 7r(j), 

noté simplement '7r(j)), le préfaisceau v*{F) rcstrint à 7r~^(7r(j)) est équivalent au préfaisceau 
constant de valeurs F{7r{j)) = X. Ainsi, il nous reste à montrer que le morphisme naturel 

Hocolim^^^-H^i^j^^X — ^ X ~ F{j) 

est un isomorphisme. Ceci est finalement équivalent au fait que 

Hocolirrike^-i^^Q))* ~ iV(7r-^(7rO'))) ~ *. 

Or, ceci est vrai car la catégorie 7r~^(7r(j)) possède un objet final et possède donc un nerf con- 
tractile. □ 

Revenons maintenant à la catégorie A(/). On dispose d'un foncteur 

A{I)"P — > Cat/I C oo - Cat/I, 

qui à un objet associe la catégorie A", muni de son foncteur u : A" — > I. Ce foncteur 

induit alors un morphisme bien défini dans Ho{oo — Cat) 

H0C0lim([n],u)£A(I)''P^'^ — I- 

Proposition A. 2 Le morphisme ci-dessus est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat). 

Preuve: On commence par réécrire la colomite homotopique en question de la façon suivante 

iîocoZzm([„]_„)gA(7)opA"' ~ HocolimneA°p ]J iï"om(A"'",/) X A"*i 

>[m2]— » >[m,„\ 

Le membre de droite n'est autre que le coend homotopique du diagramme 

(p, g) G A"^ X A ^ {Hom{AP, I) x A^) . 
Plus généralement, pour un objet simplicial X^, : — > oo — Cat^^, nous noterons 

|X*|a := Colim 1 x A" 1= ]J x A^ j . 

\ N H-M / 

Ceci définit un foncteur 

|.|a : (oo - CatP^'f'"' ^ oo - Cat^'. 
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Ce foncteur possède un adjoint à droite 

oo - Cafi"- ^ (oo - CafP')^'"' 

qui envoie A sur 

Hom{l^* , A) : A°p — > oo - CatP'' 
[n] ^ ffom fA", A). 

Nous munissons (oo — Cat'P'^)^"^ de la structure de modèles de Reedy de [Hol ], pour laquelle le 
foncteur A ^ Honi (A*, A) est de Quillen à droite. De plus, comme tout objet de oo — Cat^^ 
est cofibrant on voit que les cofibrations de oo — Cat^"^ ne sont autre que les monomorphismes 
(voir par exemple [Hirl ]). Ainsi, tout objet X^, de oo — Cat^^ est cofibrant, ce qui implique que 
le morphisme naturel 

L I X^: I A * I I A 

est un isomorphisme dans Ho{oo — Cat^"'). Or, on a 



\[m{\-*[m2\~* ►[m„] 

Cela implique en particulier que l'on a un isomorphisme naturel 

iJoco/zm([„]^„)gA{/)°pA" ~ |iV(/)|A, 
où N{I) est le nerf de / considéré comme objet simplicial 

N{I) : A°P — >EnsCoo- CatP\ 
Ainsi, il nous reste à montrer que le morphisme naturel 

\N{I)\a^I 

est un isomorphisme dans oo — Cat^^, ce qui est une conséquence directe du fait que pour un 
ensemble simplicial X* le morphisme naturel 

Colim MJ X„ X A" ^ ]J X AP I — > 

\ M b]-M / 

soit un isomorphisme. □ 
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